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Die Entwicklung der modernen Technik drangt auf 
starkere Heranziehung der mathematischen Methoden. 
Der Ingenieur indessen ? welcher bereit 1st, sich mit 
dem notigen Rtistzeug zu versehen, sielit sich yergebllcli 
nacli kurzen Darstellungen urn ? die geeigaet wareii ; 
iltn schnell in das besondere Gebiet ; das Dm gerade 
int0ressiert ; einxufuhren. Diese Lticke will yorliegende 
Sammlung aurfiiUen. Sie setet sich zum Ziel ? dein Inge- 
nieur Scliriften zu bieten ; welclie auf etwa lOOSeiten 
fiir ein eng begremites Gebiet die mattematischen 
Methoden einfaebi und leiehtfaBlich ableiten und deren 
Verwendbarkeit in den einzelnen Teilen yon Physik 
und Technik aufdecken. Dabei kann Vollstandigkeit 
der Beweisfiihrung, die vom Standpuukte wissenschaft- 
licher Strenge erstrebenswert ware, hier nicht erwartet 
warden, Vielmehr wird besonderer Wert darauf gelegt, 
Dinge ? die fiir die Anwendungen von Wich- 
tigkeit sind 7 nicht zugunsten wissenschaft- 
licher Strenge zuriicktreten zu lassen. Die Dar- 
stellung der einzelnen Gebiete wird so gehalten sein, 
daB jede ein abgesotlossenes (Janzes fiir sich bEdel 
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Vorwort. 

Eine selbstandige Schrift in deutscher Sprache zum ersten 
Studium der Besselschen Funktionen 1st niclit vorhanden. Das 
fruner viel benutzte Werk von Lommel ist vergriffen; das Buch 
von Graf und Gubler ist als Anfangsstudium fur Studierende 
kaum, ftir lugenieure und Techniker gar nicht geeignet, und das 
Handbuch. von Nielsen ist niclit sowohl zum Studium berechnet 
als vielmenr ein Nacbscnlagewerk, in dem stiemlich alle bisher be- 
kannten Satze, Formeln usw. tiber Besselsehe Funktionen zu- 
sammengestellt sind, Vortrefflicb ist die Einftllarung, die H. Web er 
in diese Funktionen gibt-, da sie aber nur einen Abschnitt seiner 
Bearbeitung der Riemannscten partiellen Differentialgleichungen 
bildet, so ist sie naturgemafi etwas knapp gebalten und beschrankt 
sich im wesentlichen auf ganzzahHge 'Parameter, ja eigentlich nur 
auf die Fnnktionen nullter und erster Ordnung. 

Mit diesem kleinen Buche glaixbe icli daber keine tiberfltissige 
Verdffentlioliung zu machen und hoffe, dafi s ftir die Kreise, an 
die sioh diese Sammlung von Schriften wendet, von einigem Nutzen 
sain wird. 

Zu besonderem Danke bin ich Herrn lagenieur F. Emde 
verpflichtet flir die grofie Mtihe, die er sich duroh das Lesen der 
Korrektur gemacht hat, und fiir manche Bemerkungen, di^ be- 
sond^rs in Hinbliok auf Loser aus den Kreisen der Tecbnik mir 
von groBem Werfce war en. 

Berlin, im Juli 1908. P. Sdafheitiin. 
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Einleitmig. 

Zu den Funktionen, die in den letzten funfzig Jahren in 
immer steigendem MaBe das Interesse der Mathematiker und der 
Physiker erweckt haben, gehoren die Besselsehen Funktionen, 
die von inanchen Autoren auch Zylinderfanktionen genannt werden. 

Auf -spezielle Falle dieser Funktionen, narnlich diejenigen, 
die jetzt als Besselsche Funktionen von der Ordnung Null und 
Eins bezeichnet werden, wurde zuerst wohl Daniel Bernoulli 1 ) 
im Jahre 1732 gefuhrt, und zwar bei der Behandlung-des Problems 
der Schwingungen einer homogenen Kette, die am oberen Ende 
befestigt ist und rait dem unteren Ende um die Gleichgewichts- 
lage schwingt. Bei derselben Aufgabe stieB auch Euler 2 ) im 
Jahre 1781 auf diese Funktionen. 

Bei dem Problem der Warmeleitung in einem festen Zylinder 
gelangten Fourier 3 ) und Poisson 4 ) ebenfalls zu der Bessel- 
sehen Funktion der nullten Ordnung. 

Von einer neuen Funktionsgruppe und einer Theorie derselben 
kann aber erst gesprochen werden, seitdem Bessel 5 ) in seiner 
wichtigen . Ibhandlung: ,,Untersuchungen iiber den Teil der plane- 
tarischen StSrangen, welcher aus der Bewegung der Sonne ent- 
steht" eine allgemeine Funktion denniert hatte, die nicht wie jene 
speziellen F^lle im wesentlichen nur von einer, sondern von zwei 
Variabeln abhangig ist, die man jetzt als Argument und Parameter 
unterscheidet. Bessel gab in jener Arbeit eine Integraldarstelltmg 
und die Entwicklung der Funktionen naeh Potenzen des Argu- 
ments und stellte die Differentialgleiehung auf, der die Funktionen 

1) Theoremata de osoillatiombus corpoiura filo flexili "connexo- 
mm et catenae verticaliter suspensae. Commentarii Academiae Petro- 
politanae, Bd. 6, pag. 108129. 173233 (1738). 

2) De oscillatioaibus minimis funis libere suspensi. Acta Aca- 
demiae Petrop., pag. 167177. 1781. 

S) Theorie analytique de la chaleur. Paris 1822. (Deutsoli voa 
Weinstein^Berlm 1884). 

4) Sur la distribution de la chaleur dans lea corps solides, Journ. 
de Mcole Polyteckaique, eah. 19, pag. 249403. 1823, 

5) Abhandlungen der Berliner Akademie for 1824, S. 152. (1826). 
Sohaflieitlin, Die Besstlatihen Funktioaen. 1 



Einieitung. 



geniigen. Ferner fand er die Relationen, die zwischen den Funk- 
tionen mit verscMedenen Parameter!! existieren, und so ist es 
wohl berechtigt, jene Funktionen mit seinem Namen zu belegen, 
wie dies zuerst yon SchlSmilch 1 ) im Jahre 1857 und kurz 
darauf von Lipschitz 2 ) geschehen ist. 

Die erste selbst&ndige Selirift uber diese Funktion riihrt von 
Carl Neumann 8 ) aus dem Jahre 1867 her; im Jahre darauf 
folgte eine viel benutzte Monographic von Lo mm el 4 ). Von diesem 
Zeitpunkt an schwillt die Literatur tiber die Besselschen Funk- 
tionen gewaltig an; wahrend C. Neumann in seiner Schrift nenn 
Abhandlungen liber sie angibt, nimmt das Literaturverzeichnis in 
der jtingsten Monographic von Nielsen 5 ) 15 Seiten in GroBoktav 
ein! Als selbstandige Schriften sind noch zu erwahnen die rein 
theoretische von Graf und Gubler 6 ) und die von Gray und 
Mathews 7 ), welche hauptsSchlich die Anwendungen in dermathe- 
matischen Physik hervorkehrl Auch nur einen Teil der Abhand- 
lungen, die in den letzten vierzig Jahren erschienen sind und unsere 
Funktionen behandeln, hier anzugeben, ist ganz unmoglich; es mag 
in dieser Beziehung auf das Werk von Nielsen noeh einmal auf- 
merksam gemacht werden, das sehr eingehende und sorgMtige 
Literaturnachweise enthalt. 

Auf den Mathematiker werden die Besselschen Funktionen 
ihrer zahlreichen interessanten Eigenschaften und Bezienungen 
zu anderen Funktionen wegen stets eine groBe Anziehungskraft 
ausuben, aber auch fur den Techniker gewinnen sie immer mehr 
an Bedeutung. Zu den schon oben erwfthnten Anwendungen haben 
sich in den letzten Jahren noch zahlreiche andere gesellt; bei der 
Beugung des Lichtes und der Schwingung von Membranen spielen 
sie eine Rolle, in der Hjdrodjnamik, bei der Fortpflanzung elek- 

1) tiber die Besselsche Funktion. Zeitschrift far Math. n. Phys., 
Bd. 2, 8. 137165. 1857, 

2) Uber die Besselsche Transzendente /. Journal for die reine 
n. angew. Math., Bd. 56, 8. 189196. 1859. 

3) Theorie der Besselschen Funktionen. Ein Analogon zur Theorie 
der Kugelfunktionen. Leipzig 1867. Teubner. 

4) Studien tiber die Besselschen Funktionen. Leipzig 1868. Teubner. 

5) Handbuch der Theorie der Cylxnderfunktionen. Leipzig 1904. 
Teubner. 

6) Einieitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, 2 Hefte. 
Bern 1898, 1900. Wyss. 

7) A treatise on Bessel functions and their applications to physics, 
London 1895. Macmillan & Co. 
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trisclier Wellen Tangs Drahten und bei der drahtlosen Telegraphie 
hat man sich ihrer bedient. 

So durfte es wohl den Zielen entsprechen, die diese Sammlung 
von mathematisch-physikalischen Schriffcen sich gesteckt hat, daB 
die Theorie dieser Funktionen hier den Ingenieuren und Studie- 
renden znganglich gemacht wird. 



I. Abschnitt, 
Die Besselschen Funktionen erster Art. 

1. Hilfsformeln. AuBer den Hauptregeln der Differential- und 
Integralreehnung muB man beim Studium der Besselschen Funk- 
tionen eine Eeihe von Beziehungen kennen, die in Zusammenhang 
stehen mit der sogenannten hypergeometrischen Reihe. In dieser 
Nummer sollen diese Formeln daher mitgeteilt werden; die Be- 
weise frndet man in dem Hauptwerk uber diese Funktionen von 
C. F. GauB: Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. 
Werke, herausgeg. von der kgl. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, 
Bd. 3; diese Abhandlung ist auch ins Deutsche tibersetzt worden 
von Heinr. Simon: Allgemeine Untersuchungen liber die unend- 
liche Reihe usw. Berlin 1888, Springer. 

Es moge noch ausdrticklich bemerkt werden, daB die in dieser 
Nummer gegebene Zusammenstellung von Formeln beim 
Studium zunSchst ubergangen werden kann. 

(1) r 



heiBt die hypergeometrische Reihe; die GrSBen a, ^, y, a? 
heiBen ihr erstes, zweites, drittes und viertes Element, oder es 
werden a, $*, y als die Parameter, x als Argument bezeichnet, 
Die Reihe ist konvergent firr alle komplexen oder reellen Werte 
von a?, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist; wenn eines der 
beiden ersten Blemente eine negative ganze Zahl n ist, so ist 
F eine ganze Funktion ni&n Grades des Arguments. Es ist: 

(2) F(,p,y,a) 
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Fur einige besondere Werte der Elemente ergeben sich die 
Gleiehimgen: 

(4) (1 -~xy^F(-~v, /5, 0, x), ((9 beliebig). 

(5) 



wo Her wie im folgenden stets unter log der natiirlicne Loga- 
rithmus verstanden wird. 



, 



(6) arc sin x = xF(^, -J-, | , (/} , 

(7) arc tg = xFQ, 1 , f , - ir 2 ), 

/0 v . . -,/! +^1^3 . o \ 

(8) sina/a?==i/sm^-jPI ~-~, - - , y, sin'rr), 

(9) cos v^ = 

Die Funktion JP 1st erne Losung der Differentialgleichung: 

(10) ^-l)g+{( K + + l>-y}g + ,,== 0. 

Wenn zwischen den Parameter*!, die hier stets reell ange- 
nommen werden, die Beziehung bestelit, daB y cc ft ^> Q 1st, 
so bleibt F auch. fur x = 1 konyergent. Um in diesem Palle deu 
Grenzwert von F angeben zu konnen, liat GauB eine Funktion 
Il(i) durcli folgende Gleichung eingefulart: 

/4 t\ TT/N T 1-2-3--W 

(11) 11(0) = lim ,* - 7 ~ r . -- -, .- .w. 
v / ^ wssoo (l+)(2 + ;)(3 + J g()...(n + jB?) 

Piir diese Funktion gelten folgende Formeln: 

(12) n(*) - *ii(* i); n(o) = i, 

Bedeutet demnach n eine positire gauze Zabl, so ist: 
(1 3) 17(^ + ri) = (^ + ri) (ts + n - 1) (g + 1) 1T(5) 

und fiir # = : 

(13 a) n(n)**n\ 

Fiir reelle Werte von & grower als 1 ist H% positiv uad 
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endlich; fur alle negatiyen ganzzahligen Werte 1st 11$ unendlich 
groB; zwischen = - 1 und 2 1st 11$ negativ, zwischen = 2 
und 3 positiv usw. Fur negative ganzzahlige Werte von # hat 

demnacla -=.j-r den Wert Null, d, h. es 1st: 

11(8) 



Es bestehen ferner die Gleichungen: 



(15) 
(16) 



Speziell fELr w = 2: 



Ferner setzt GauB: 



Diese Punktion gentigt der Gleichung: 

(20) y(,+ !)_?(,) + _!_. 

Ftir ganzzalilige Werte w von & ist daher: 

(21) y(n) - <F(0) + l + + i+ .. 



worin y(0) 0,577215665 ist; OlieiBt die lulersche 
Konstante, Es ist: 

(22) y( f) - ? F(^ 1) n cotg ^,0. 

Ftir negative ganzzahlige Werte von & ist W(#) unendlich 
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grofi; in diesem Palle erscheint j~ in der Form , deren Wert 
sick folgendermaBen bestimmen laBt. Es ist nacli (12) und (20): 






Setzt man hierin e = , so liefern wegen des Faktors + 
alle Glieder des Zahlers den. Wert Null mit Ausnahme von --r 
tmd man erMlt: 

(23) 5^| -- ( 

Mit ffilfe der Punktion TL IsBt sioh der Werfc von JP(, /3,,y, l) 
angeben, falls er endlich ist; namlich: 

^2^ *( ft 

(24) F(, ft y, 



diese Formel gilt also, falls 7 cc 15 > ist oder falls a: oder (5 
eine negative ganze Zahl ist, Eerner laBt sicli die Erkl'arungs- 
gleicbung von F schreiben: 



(2 5} F(a Bvx\- -^i^IIiL-.. - > fiVLTAlIiLi 1 i "T A 2 r^ 

^; r ^py*;-"m flf _ 1 )mp - . 1 \^ mnrr4-r i) ' 



-0 

Durch Differentiation nach 7 folgt: 



(26) 



Die Eulersclien Integrals 



Aus (24) und (26) folgt die Gleichung: 



(27) 



unter denselben Bedingungen, die far (24) gelten. 

Das Eulersche Integral zweiter Gattung oder die Gamma- 
funktion JT(#) laBt sieh ebenfalls durch H(g) ausdriicken; es 1st: 



(28) P(i) =*e- x x z - l dx = n(e - 1). 

o 

Fur das Eulersche Integral erster Gattung ergibt sich: 

i +1 

(29) 



2. Die BesselscTie Diflferentialgleiclmng. Die Gleichung 1 ): 



wird die Besselsche DifferentialgleicHung genannt; es soil x eine 
reelle oder komplexe Variable, v eine beliebige reelle Zahl sein. 

Versucht man diese Gleichung durch gauze oder gebrochene 
Funktionen oder durch die elementaren Transzendenten zu losen, so 
wird man sich bald von der Fruchtlosigkeit elnes solchen Yersuchs 
iiberzeugen. Abgesehen von einem ganz speziellen Falle, der noch 
spiter besprochen werden wird, lassen sich die durch (l) definierten 
Funktionen y nicht auf schon bekannte Funktionen zurilckfuhren. 

Urn die Eigenschaften dieser Funktionen kennen zu lernen, 
wird man zunSchst versuchen, y durch eine Potenzreihe von a?, 
d, h. durch eine nach steigenden ganzen Potenzen von'a? fort- 
schreitende Beihe darzustellen. Es sel: 



1) Die duxch stSjrkeren Druck der Nuramern hervorgehobenen, besoa- 
ders wichtigen Formeln sind im Anhang noch einmal zusammenge$tellt. 
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worin a % von x unabhangige GroBen bedeuten. Durch Differen- 
tiation folgt: 

OC 



Setzt man diese Werte in (1) ein, so ergibt sich: 



- 1) + A v^]a^ + JSaX" 1 " 3 - 0, 

A = ' I - 

oder -wenn man A durch I 2 in der letzten Summe ersetzt: 

00 00 

2W - J}^- + 2<*z-^- = o, 

^=0 ^=2 

oder 

oo 

^[(i 2 - v 2 ), + a,_ 2 ]^ + (1 - V 2 )a^ - r s = 0. 

^ = 2 

Da diese Gleichung fiir alle Werte von x gelten soil, so muB 
der Koeffizient jeder Potent von x in dieser Gleichung gleich Null 
sein, d. L es ist: 



Daher ist entweder v = oder a = 0. Ist die erste Alternative 
exfQllt, so zeigt die zweite Gleichung, da6 alsdann % = ist. 
Die folgenden Gleichungen lanten dann: 

^ a l + a Jl-2 ** (A 2,3,..)- 

Setzt man hierin A.= 3, so erkennt man, daB sich fiir a s der Wert 
Null ergibt; daraus folgt dann fur A = 5, dafi ebenfalls a 5 Null 
ist. So fortfahrend tiberzeugt man sich leicht, daB alle Koeffi- 
zienten a mit ungeradem Index Null werden. Setzt man dagegen 

A-2, so folgt a,^- ll 5 . far A-4 folgt a,-- t - +? 



Spezielle Falle. 



fur A 6 folgt a fl ^ ~ -J.Y == -- --g - - 2 usw. Man fibersiebt 

leiclit, nacb welcbem Gesetze die Koeffizienten zu bilden sind und 
erbalt fur v = als eine Losung der Gleicbung (l): 



Wenn aber v nieht Null 1st, so muB a gleich Null gesetzt 
werden; es folgt dann ans der zweiten Gleichung unter (2), daB 
entweder v ~ 1 oder a = 1st. Unter Annahme der ersten Alter- 
native folgt hier aus a = ahnlich wie voriun, daB samtlicne 
Koeffizienten a mit geradem Index verschwinden, und aus den 
Gleicbungen: 

a 2 
oder 



orgibt sieb: 

a " - Fit ; a o = + 2 ."Are- ? a ' - - 2 : 4 . e'^ n - s' usw - 

Auch hier erkennt man leicbt, nach welebem Gesetze die Koeffi- 
/ienten gebildet sind 7 und man erbalt fur v 1 als eine Losung 
von (1): 



Wenn aber v weder Null nocb 1 ist, so sind sowobl a Q wie % 
glcicb Null; verstebt man unter n eine positive ganze Zabl und 
ist v n , so erkennt man leicbt, daB alsdann alle Koeffizienten a, 
deren Index kleiner als n ist, verscbwinden; daB a n unbestimmt 
bleibt, \ +1 , $ w+a und alle tlbrigen Koeffizienten, deren Index um 
ein ungerade Zabl gr5Ber als n ist, wieder verscbwinden; daB 
dagegen alle diejenigen, deren Index um eine gerade Zakl grSBer 
als n ist, dureb a n v5llig bestimmt sind; es wird; 

, _ n _.. 



.-^ - 

( M + 4)*1- 2 n f r If -1 (2 n + 2) (2 n -f 4) 
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Die Losung wird in diesem Falle lauten: 





00 

V^J=J 





Man sieht sofort, daB die beiden vorigen Spezialfalle in dieser 
Gleichung mit enthalten sind. 

Wenn aber v keine ganze Zahl ist, so miissen alle Koeffi- 
zienten a% verschwinden, damit (2) bestehen kann, d. h, auBer der 
trivialen Losung y ** gibt es keine durch eine Potenzreihe dar- 
stellbare Losung von (l). Die Form der Losung unter (3) ftihrt 
aber zu der Vermutung, daB eine LSsung sich darbieten konnte 
in der Form eines Produktes von x v mit einer Potenzreihe, d, h. 
in der Form: 

y = x? 2l>) m X l = JS^ff*'"*"^ 

Dasselbe Verfahren wie oben fiihrt hier zu dem Ergebnis, dafi die 
Koeffizienten &^ zu bestimmen sind durch das Gleichungssystem: 

(^) ] \ X 

Man sieht hieraus, daB b^ und daher alle Koeffizienten 1) mit 
ungeradem Index verschwinden, fur die ubrigen ergibt sich: 

T ^n i , bfi 



Das Gesetz, naci dem die Koeffizienten fortschreiten, ist leicht 
zu erkennen, und man erhalt: 



Mit Beuutzung der Punktion 21 lafit sich das im Nenner von 
(5) auftreten.de Produkt eiufacher sohreiben. Es ist nach. 1. (13): 



Hiermit gebt (5) iiber in: 



Beihenentwicklung. 11 



(6) r-raW 

Die durch (6) gegebene Funktion 1st eine Losung der allge- 
meinen Besselschen Differentialgleichung. Da die reclite Seite 
von (l) Null 1st, so erkennt man leicht, daB aus jeder Losung y 
eine neue Losung entsteht, wenn man y mit einer beliebigen, von 
x unabhangigen Zahl multipliziert. Aus diesem Grunde ist auch: 






_ _ __ _ . _ 
i v Uv \ 2 . (2 v + 2) ^ 2 4 (2r + 2) (2v + 4) 

eine Losung von (l); die hierdurch erklarte Funktion / v (^) heifit 
die Besselsche Funktioni/ter Ordnung von a?; es wird a? das 
Argument und v der Parameter oder Index der Funktion ge- 
nannt. In vielen Schriften wird der Parameter oben an das Funk- 
tionszeichen gesetzt: J v (x), docli ist hier die Stellung unten ge- 
wah.lt, urn den oberen Platz fur Potenzerhebungen und ftir die Ab- 
leitungszeiehen zur Verfugung zu haben. Die Ableitung naeh dem 

Argument ~ -- soil nS-mlich gewohnlich durch c7"/(r), die zweite 
durch //'($) usw, bezeichnet werden; eine etwaige Differentiation 
nach dem Parameter wird dagegen stets in der Bruchform r^ 
geschrieben werden. 

Als SpezialMle von (7) ergeben sich: 



C7b) 7, 



Die Erklarungsgleichung lafit sicli aucl. sohreiben: 



und im speziellen: 
(8 a) 
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Durch die bisherigen Untersuchungen 1st nur gezeigt worden, 
da6 die durch (7) erklarte Funktion formal der Besselschen 
Differ entialgleichung gentigt; es ist nun aber noch zu beweisen, 
daB, beziehimgsweise fur welche Werte des Arguments, die in (7) 
auftretende Eeihe konvergent ist. Man vergleiche mit (7) die fur 
alle endlichen Werte von x konvergente Eeihe: 



_ __ L 
' 



so erkennt man, daB fur alle reellen Werte von % die einzelnen 
Glieder unserer Reihe abgesehen vom Vorzeichen kleiner sind als 
die entsprechenden der letzten Exponentialreihe, folglicli wird unsere 
Eeihe auch fur alle reellen endlichen Werte des Arguments kon- 
vergent sein. 

Ist x komplex, so w&hle man dafur die bekannte Form: 

% = r (cos a + i sin a) . 

Setzt man diesen Wert in (7) ein und benutzt den Moivreschen 
Lehrsatz: 

(cos a + i sin a) w = cos n a + i sin n a , 

(x \ v 
-'] unsei-e Reihe: 

iy cos 2 Ace 

"' 



Die einzelnen Glieder dieser Eeihen sind abgesehen vom Vor- 
zeichen noch kleiner als die entsprechenden von (7), wenn darin 
x mit r vertauscht wird, also sind auch die beiden letzten Eeihen 
ftir alle endlichen Werte von r und cc konvergent. 

Demnach hat man den Satz: 

Die durch (7) gegebene Definition der Besselschen 
Funktionen ist ftir alle endlichen, reellen oder kom- 
plexen Werte des Arguments gultig, 
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Speziell ergibt sich: 

j;(0)-0, 0>0) und J- (0) = l. 

Das Verkalten der Funktion J fur ein unbegrenzt waclisendes 
Argument wird spater ermittelt werden. Zur Bereclmung der 
Zahlenwerte der Besselschen Funktionen laBt sich die Reihe (7) 
ihrer rasclien Konvergenz wegen wenigstens fur kleinere Werte 
des Arguments bequem gebrauchen. 

3. Die Besselsclien Funktionen mit negativem Para- 
meter. In der Besselschen Differentialgleiehung 2. (l) ebenso 
wie in dem Gleichungssystem 2. (2) zur Bestimmung der Koefi- 
zienten a tritt der Parameter v nur im Quadrate auf; in der Er~ 
klarangsgleichung 2. (7) der Besselschen Funktionen dagegen 
tritt er nichtquadratisch auf. Bei der Ableitung dieser Gleichung 
wurde stills eh weigend v positiv vorausgesetzt; es ist dies jedoch 
nicht notwendig, und es soil jetzt der Fall eines negativen Para- 
meters ins Auge gefaBt werden. 

Bei der Ableitung der Gleichung 2. (7) aus der Ansatz- 
gleichung ?/ = ]y] & ^ #* + * spielte das Vorzeichen von v gar keine 
Bolle, nnd man erhiilt daher die namliche Gleichung, wenn man 
annimmt, daB v negatiy ist. Um dies auBeiiich zur Erseheinung 
zu bringen, soil jetzt v an Stelle von v gesetzt werden, man 
erhalt alsdann: 



Diese Funktion J^ v (x) ist eineLosung derselben Besselschen 
Differentialgleichung wie J v (%), da wie schon. gesagt in der Diffe- 
rentialgleichung der Parameter nur quadratisch auftritt. Aber 
diese Lo'sung J_ v ist von J v in Zukunft wird der Kurze 
wegon das Argument x Mufig weggelassen werden im allge- 
meinen wesentlich verschieden; es laBt sich die eine nicht durch 
Multiplikation mit einer Konstanten in die and ere liberfuhren. 
Man. erkennt dies sofort daraus, daB in den Beihen fiir J~ v und 
J" -v ganz andere Potenzen auftreten, z. B. fur v |- kommeu in 
7\ vor die Potenzen $^, ^, x^, . . . 7 iiit71i ? dagegen af J", x l $, 
^ 3 J, ,.,; oder auch daraus, daB fiir x = die Funktion J v den 
Wert Null, J_ v dagegen den Wert Unendlich aunimnat. Die 
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Gleichung (l) ist die Erklarungsgleichung fur die 
Besselschen Funktionen mit negativem Parameter. 

Die Besselsche Differentialgleichung wird als eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet und 
zwar linear, weil die Funktion y und ihre Ableitungen nur im 
ersten Grade auftreten; homogen, weil die rechte Seite Null ist; 
und von der zweiten Ordnung, weil die Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorkommen. Yon einer solchen Differentialgleichung 
ist bekannt, daB sie stets nicht mehr und nicht weniger als zwei 
linear unabhangige Losungen y und y% besitzt, d. h. Losungen, 
zwischen denen keine Gleichung von der Form 

C lVl + C 2'!/2 =* C B 

besteht, worin c^ c 2 , C B von x unabhangige GroBen bedeuten, Jede 
andere Losung / 8 einer solchen Differentialgleichung muB aber 
die Form haben: 

+ 



Man sagt daher, daB der Ausdruck c l y l + c 2 ;?/ 2 die vollstSn- 
dige Losung oder das vollst&ndige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung sei, 

In unserem Falle 1st also 



das vollstandige Integral der Besselschen Differentialgleichung, 
wenn v keine ganze Zahl ist. 

1st aber v eine ganze Zahl n, so sind die Funktionen J n und 
J_ n nicht linear unabhangig. Namlich wegen 1. (I3b) versch win- 
den die ersten wGlieder in (l), und es wird daher: 



J 



Setzt man nun n-}-K~l! und fuhrt if statt A als Summations- 
buchstaben ein, so folgt: 



/ x\ n 

5 IYJ 



oder mit Weglassung des Striches: 
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d. k 



Es sind die Besselsehen Funktionen mit negativem, 
ganzzahligem Parameter abgesehen vom Vorzeichen 
gleieh den Besselschen Eunktionen mit deuiselben posi- 
tiven Parameter. 

4. Kelatioaen zwisclien den Besselschen Funktionen 
verscniedener Ordnungen und inxen Ableitungen. Durch 
Differentiation der Erklarangsgleichung: 



nach % ergibt sich: 

r+22-l 



zerlegt man den Zahlerfaktor in die Summanden v + I und 
so folgt mit Benutzung von 1. (12): 



Dem Pluszeichen entsprechend zerlegt man die Summe auf der 
rechten Seite in zwei Snmmen-, setzt man ferner I an Stelle von 
A 1 in der zweiten Stimme ; so findet man: 



zlL,_ (j!L\ v 

> 1"H)\2/ 



v-j-l+SA 



Der erste Summand der zweiten Summe fallt wegen der Gleichung 

j - o fort, so daB die zweite Summe auch mit dem Werte 

I = beginnt. Dann erkennt man, daB die erste Summe wieder 
eine Besselsche JPunktion aber von der Ordnung v - 1, die zweite 
eine solche von der Ordnung v + 1 darstellt; demnach ergibt sich: 

CO 2tT v == J v _ 1 J^i- 
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Diese Gleichung ist fur alle Werte des Parameters giiltig; 1st im 
speziellen v = 0, so folgt in Verbindung mit 3. (3): 

(la) J f == -"-</!, 

erne Gleichung, die natiirlieh auch leiclit direkt aus 2. (7 a) und 
(7b) abgeleitet werden kann. 

Aus (l) geht liervor, daB die Differenz zweier Besselschen 
Funktionen, deren Indices sich um 2 unterscheiden, sich in ein- 
facherWeise ausdriicken laBt; es ist die Frage, ob auch. dieSumme 
ein ahnliehes einfaclies Ergebnis liefert. Es ist: 



. r 

r .i -t- <s v +i 



Setzt man in der zweiten Summe 1 + 1 =A', so erhalt man 



Da man die untere Grenze der zweiten Summe nack 1. (13b) auf 
herabsetzen kann, so erhalt man mit Weglassung des Striches 



oder mit Benutzung von 1. (12): 

00 

^(-jr"" 1 
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oder: 

(2) --J.-^-j + W 

Auch diese Gleichung ist fiir alle positiven oder negativen 
Werte des Parameters giiltig, und sie heiBt die Bekursions- 
formel der Besselschen Funktionen. 

Aus den beiden Fundamentalformeln (l) und (2) kann eine 
groBe Zahl anderer Formeln abgeleitet werden; so erhalt man 
durch Addition beziehungsweise Subtraktion ans ihnen: 

(3) ^-i-i^+j, 1 , 



Setzt man in (2) v -\~ 1 an Stelle von v, so wii'd: 
a(* + i) ~ _ . 

.._ / y + 1 * V "T ^ v +2 ? 

eliminiert man aus (2) und dieser Gleichung J v+1 , so ergibt sich: 



, s f 4v(v + l) | 2 

(s) j; +s -( -,- ---- ij j; 

Ersetzt man hierin wieder v durcn v + 1 , so erhalt man die Funktion 
J" v+8 durcb die beiden Funktionen J vJr i und J v ausgedruckt; sub- 
stituiert man alsdann ^ r+1 vermittelst (2) durcb. J v und e/, v _ lT 
so erhalt man schlieBlicb J" v+3i ebenfalls durch J v und J" v-1 aus- 
gedruckt. Fahrt man in dieser Weise fort, so siebt man, daB sich 
jede Funktion t/" v+ ^, worin p eine positive ganze Zahl bedeutet, 
durch die beiden Funktionen J v und J v ^i ausdrticken lS,Bt. Durch 
-Induktion wird man so zu der Form el gefiihrt: 



(6) 



'mti(p 



__ n 





Die Sunimen auf der rechten Seite brechen von selbst wegen des 
Nennerfaktors U(jt>~2A) resp. II (p 21 1) fur 1 = -~~ oder' 
* o - ab, je nachdem $> gerade oder ungerade ist. 

Sckaflieitlin, Die Besselschen Futiktionon, 2 
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Um (6) zu beweisen, nelime man an, daB die Formal ftir einen 
bestimmten Wert von p richtig 1st, und zeige, daB sie alsdann auch 
ftir p + 1 richtig bleibt. Man setze zu dem Ende v + 1 an Stelle 
von v in (6), dann erhalt man: 

- 1 

-v 



(2) ist: 

2r - T ^ 
^v + l / r /._!, 

setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung ein, so wird: 



Ersefczt man in der zweiten Summe A dureh l' 1 , so geht sie 
liber in: 



Wegen des Nennerfaktors U(A / 1) kann hierin Null als untere 
Grenze gewahlt werden; lafit man ferner den Strich bei X weg, 
so lassen sich die beiden Glieder mit dera Faktor J v folgender- 
maBen zusammenfassen: 



^ - Die geschweifte Klammer ist (p A + l) (v + A); hiermit geht 
der Ausdruck iiber in: 
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somit erbalt man: 



_ r 



und dies 1st nicbts anderes als (6), wenn man darin p -f~ 1 an 
Stelle von jp setzt. Da nun (6) for p = 1 und 2 in die Grlei- 
chungen (2) und (5) iibergeht, so ist (6) fiir alle ganzen Werte 
von p ricbtig. 

Auf ahnliche Weise findet man die Gleichung: 



(7) 



7,-,-J, 
-J, 



Aus den Formeln (6) und (7) sieht man, daB zwiscnen drei be- 
liebigen Besselseben Funktionen, deren Indices sich nm ganze 
Zablen unterscbeiden, eine lineare Kelation bestebt, deren Koeffi- 
zienten ganze Fimktionen des Arguments sind, Aus den Glei- 
cbungen (3) und (4) und der Besselseben Differ entialgleicbung er- 
kennt man, daB statt der Besselseben Funktionen aucb ibre ersten 
oder bSberen Ableitungen in diese Relationen eintreten konnen. 

Nocb in anderer Art lassen sich aus den Grundformeln (1) 
und (2) allgemeinere Gleicbungen ableiten. 

Aus (2) folgt: 



Durcb Anwendung dieser Gleicbung auf sicb selbst erbalt man: 



Yon diesen Gleicbungen wird man durcb Induktion zu der Formel 
geftthrt: 
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deren Eichtigkeit man durch das bei (6) angewendete Verfahren 
sehr leicht bestatigen kann. 

Die Pormel kann auch geschrieben werden: 



(8) 





Aus (l) folgt durch Differentiation: 



und wendet man hierauf (l) an: 

J t v ssaJ *-* J v+ ^ + 2' 

Durcli mehrfache Wiederliolung dieses Verfabrens findet man: 

^-- sj;-i+ sj; + i- j; + 3, 

/_- 4/_+ 6 /- 4J" + J 



und hieraus durch Induktion: 
f9l *p dPJr 

^ } * ~ 



es 1st wieder sehr leicht, die Eichtigkeit dieser Gleichung zu be- 
weisen. 

5. Transformation der Besselsclien Differentialgleiclmng. 

Es laBt sich zeigen, da6 das Produkt einer beliebigen L6sung 
einer homogenen linearen Diiferentialgleichung n-ier Ordnung 
und einer Losung einer ebensolchen Differentialgleichung erster 
Ordnung wieder eine Losung einer Differentialgleichung n~ter 
Ordnung ist. Wir wollen die Eichtigkeit dieses Satzes fur den 
speziellen Fall, der uns beschaftigt, nachweisen. 

Es sei y eine L5sung der Besselschen Differentialgleichung 5 
ferner sei 9? eine Losung der Differentialgleichung erster Ordnung 

(1) </Or)==j>-9?(a?), 
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wo p eine willkiirliche Funktion von x sei; dann wird behauptet, 
daB 2 = cp y einer Differentialgleichung z welter Ordnung geniigt. 
Duron. Differentiation folgt aus: 

(2) & =. W , 

*' m <py f + <p'v 

oder yermoge (l): 

(3) * 

ebenso: 



(4) *" = 9>{/ 

Multipliziert man (2), (3) und (4) mit vorlaufig noch unbe- 
stiuamten Koeffizienten a , a t und a 2 , so folgt: 



2j?a 2 



Setzt man nun: 



(6) 



so wird, wie ein Yergleich mit der Besselscnen Differential- 
gleichung lebrt, die reehte Seite in (5) Null; setzt man die aus 

(6) folgenden Werte der Koeffizienten in (5) ein, so ergibt sicb: 

(7) A" + (x 2jp#V + { ^ v* + (/ - jp> 2 px } & - 0. 



Wablt man nun p ~ -r~, so verschwindet bierin das Glied 

> X 

mit &\ aus (l) folgt bei dieser Annabme <p == j/ic, und es gebt 

(7) tiber in die Gleichung: 

(8) ^V' + i^-^-^l^O, 
deren allgemeines Integral demnacb lautet: 

(9) -fiV^j;(*) + iV''-. 

sobald v keine ganze Zabl ist. 

Dividiert man (8) durcb $ 2 , so erkennt man, daB fur unend- 
lieh grofie Werije von x die Gleichung (8) tibergeht in /'+ e*** 0, 
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deren allgemeihes Integral a sin a? + frcosas ist. Aus (9) folgt da- 
ker, daB fur sehr groBe Werte von x die Funktionen J v und J_ v 
sick asymptotisck den Werten: 

Asinx + 

/ N r y% 

(10) V 



Osinx + DCOS& 
^-v ** r/=- 



nahern, wo A, J5, und D Konstanten sind, die spater ermittelt 
werden; ist x ini speziellen reell, so konvergieren beide 
Funktionen gegen Null. 

Setzt man andererseits p gleick einer Konstanten a, so erhillt 
man aus (l) <p = e ax und aus (7) die Gleickung: 

(11) V / + a?(l~2fl^)/+{^Vl+ 9 )-"a t --v 3 }^ = ? 
deren allgemeines Integral lautet: 

t = r^J^x) + %<P*J_ v (x)i 
und wahlt man im speziellen <2 2 =* 1, d. L a == + /, so folgt: 

(12) a?V+ a(l + 2^)^ - (far + i;)^ - 
mit dem allgemeinen Integral: 

(13) - q e" j;() + f, e-*-" JL^ir). 

Auf diese letzte Gleichung, werden wir in der niichsten 
N"ummer wieder gefunrt werden. 

6. Losung der Besselschen Differentialgleichung duroli 
bestimmte Integrate. Haufig fukren physikalische Probleme 
auf ein bestimmtes Integral, dessen Ermittelung erleichtert wird, 
wenn man weiB, daB es einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
geniigt. Dies ist immer der Fall, wenn der Integrand das Pro- 
dukt der Losungen zweier Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist. Es soil jetzt gezeigt werden, in welcken Fallen man hierbei 
auf Bess elsehe Funktionen gefuhrt wird. 

Es seien <p und ty Losungen der Gleichungen: 
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so suche man die Konstanten a, /?, y und d so zu bestimmen, daB 

b 

(3) z (x) = J <p (p x) if; (0) d# 

a 

auf Besselsche Funktionen fuhrt. Aus (1) folgt: 
(4) 



Ferner ist: 

dc _ 

V3 

_ dcp(vx) 
dv d(vx) 1 

also: 

$QP dop 

re , = v , * * 

a,T a^ 

Mit Hilfe dieser Beziehung folgt aus (3): 

6 

/c\ ' 

(5) X* - 

a 

durch partielle Integration und Benutzung Ton (2) erhalt man 
aus (5): 



~p r / yv d 

Ja J '* \ 1 ^ 



a 
h 



(6) */ 



Durca nochmalige Differentiation und nachherige Multipli- 
kation mit x ergibt sich aus (6): 



1 
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Multipliziert man (7) und (5) mit voiiaufig unbestimmten 
Koeffizienten und /I und addiert, so wird: 



Ahnlieh folgt aus (6) und (3): 



(ft fi 7 g]v (ft ft <5" Q} 7 

, ___. . , (I V * 

I o 

Bestimmt man nun die Koeffizienten x bis ^ durch die Glei- 
chungen: 



und addiert (8) und (9), so Mlt wegen (4) das Integral fort 
Aus dem obigen Gleicnungssystem folgt: 



1 y 



_ y 



Somit ergibt sicn: 



Die linke Seite dieser Gleiehung stimmt mit der von 5. (12) 
fibereiii, wenn man setzt: 
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Bei dieser Annahme ergibt sich aus (l) und (2): 

(11) 9, (0)=- e ".*; ^tO-^^-l. 

"Die rechte Seite von (10) verwandelt sich mit Hilfe von (4) 
in axv(l v) <p(yx) ty(v) , also wegen (11) in: 



Nimmt man v > an und setzt a = und & 1 , so 
sieht man, daB die rechte Seite verschwindet und (10) vollig mit 
5. (12) iibereinstimmt, und aus (3) und 5. (13) ergibt sich: 



Wahlt man u = 1 2 v als neue Integrationsvariable, so wird 



oder 

+ 1 



Da die rechte Seite dieser Gleichung fur x verschwindet, 
so muB nach 3. der FaHor C 2 gleich Null gesetzt werden. Da 
bei der Exponentialfunktion beide Vorzeichen gew^hlt werden 
konnew, so findet man: 



-i 

+ 1 



-i 
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demnach durch Addition: 

(12) c" J,(*) - - 2 l-i /(I-" 2 )'" - 

2 ey 

-1 

Dividiert man diese Gleichung durch x v und setzt alsdaun x = 0, 
so findet man vermoge 2. (7) mod 1. (29): 



Wendet man auf den Bruch 1. (18) an, so geht er fiber in: 



und man erhalt: 



Hiermit wird (12): 

, JL U~ } a 

-'-1 



i x v r 

Jfx) = ~-r^ I (1 w 2 V - cos xu du, 

rW V 2 V JT^-^4)J V ^ 



(13) 



0\ V ;- 

w* 4 - 



0\ 

w* 4 ) 



Setzt man hierin u = cos ce> 5 so wird: 

7t 

i x v r 

" v (%) sss "7- -7 : / cc >s (# cos co) sir 



(14) 



2 if r , . 

"^ 'm7~^ / COS (^ COSG) ) 

y it, & ij.(v 4-) ' 



Burch diese Formeln hat man eine einfache Integraldar- 
stellung der Besselschen Ftinktionen gewonnen, die gftltig 
ist, sobald der Parameter v > \ ist. Umgekehrt ist es sehr 
leicht, aus (14) die Eeihenentwicklung 2. (7) abznleiten. 

7. Ber Parameter ist die Halfte einer ungeraden ganzen 
Zah.1, Bin wichtiger spezieller Fall tritt ein, wenn in 6. (13) 
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v gesetzt wird. Alsdann laBt sich die Integration ausftihren, 
und man erhalt: 

/ x 1 ff 

(I) * J (x) = i/ - - sin#. 

4- K / T itx 

Hierans folgt durch Differentiation: 

1/2 2 a? cos x sin x 



TtX 

Aus 4. (3) erhalt man daher: 
(3) J, (*) - 



Bedeutet n eine positive ganze Zahl, und setzt man in 4. (6) 
p = ^ und v = |-, so ergibt sich mit den Gleichungen (l) und (3): 



w~2^ 



-Va 






Ba in dieser Formel die Sunimen fiir I == - oder 5 von 

a a 

selbst abbrechen, so erkenntman: Die BesselschenFunktionen, 
deren Parameter die Hiilften ungerader ganzer Zahlen 
sind, enthalten keine h5heren Transzendenten als trigo- 
nometrische Eunktionen. 

Um die Bildungsweise der in (4) auftretenden Summen besser 
erkennen zu kdnnen, ist es zweckmaBig, die beiden Ealle eines ge- 
raden und ungeraden n zu unterscheiden und alsdann in den 
Summen die Summationsordnung umzukehren. Man erhalt dann: 



^ . X7/ ,\; H( + l)IT(n+i i) /2\ 2;i 

Sm i ^> ^ 1 /' rr sj i n?tT i7 ]7 (i"ll illT) \ X ) 



n 

y COSi^ (1) jf^I^y]j(5^I^ ^-j 
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und: 

() (-l)"^^) 

^ 



I/A 

"" r M 



oder ausfiiluiiclier geschrieben 



^fy*^^ 

- - 



__ n* 9) 

^^ r ^ 

und: 






cos x 1 



6! x" 
+) 



2! 



4! 



Aus diesen Formelu erkennt man, da6 ftir sehr groBe reelle 
Werte des Arguments die Funktionen den Werten 
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= I / . _ . cos x 



sich nahern, Wie man sicli leieht uberzeugt, lassen sick beide 
Formeln zusammenfassen in: 



Fur diese speziellen Werte des Parameters ist somit die in 5. 
erwEhnte Konstantenbestirnmung erreicht, 

8. Der Parameter ist eine ganze ZahL Die Definition, von 
der Bess el bei seinen Untersuchungen ausgegangen ist, lautet: 

7t 

(1) 7n(#) = : I cos (x sin oo 



Das Integral stellt indessen nur dann eine Besselscne Funktion 
dar, wenn der Parameter eine ganze Zahl ist. 

Die Eichtigkeit von (l) ist leiclit zu beweisen. Durcli Diffe- 
rentiation folgt n&mlich: 

jt 

r'/ ^ 2 C- r \ j 

2J_(a;)== ismfiKSinco na))sin.cadco 

n^J n ^ 

A 

==> / { cos [x sin CD (n l) o] 

cos [x sin oo (n + l) o>] } <^ co 



d. h. die Formel 4. (l); auch der Spezialfall 4. (la): 

/ O '(o0 - Ji() 
ist leicht als richtig nachzuweisen. 
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Ferner folgt aus (l): 



n 

2 r 

JL I c 
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cos # s i n a, w (Q cos fj(3 



* 

=B I cos (a; sin CD-- MG>) a; cos cod a) 

TtXj V ^ 

7T 

= JAx) + **- I cos (:Esin co wco) ($cos co W) do. 
a; wX J nxj v 

o 

Der letzte Integrand ist aber das vollstEndige Differential von 
sin (x sin co wo), und dieser Ausdruck verschwindet an beiden 
Integrationsgrenzen, sobald n eine ganze Zahl ist 5 hieraus folgt 
dann die Giiltigkeit von 4. (2) fur die durch das obige Integral 
definierten Funktionen. Da nun alle Besselschen Funktionen, 
deren Parameter sich um ganze Zahlen unterscheiden, aus einer 
von ihnen und deren ersten Ableitung sich eindeutig bestimrnen 
lassen mit Hilfe der Formeln 4. (l) und (2) bzw. mit Hilfe der 
daraus abgeleiteten 4. (3) und (4), und da im speziellen alle 
Funktionen mit ganzzabligem Parameter mit Hilfe dieser Formeln 
aus J" (a/) sicn ableiten lassen, so erkennt man, daB das Integral 

(1) tatsachlich die Besselsche Funktion J n ($) darstellt; denn die 
Giiltigkeit dieser Gleichung ftir J (x) ergibt sich aus 6. (14). 
Nach jener Gleichung und 1. (14) ist: 

7t 



2 r 

(2) / (a;) = / cos (x cos co) dm . 

\ J 

Setzt man Herin -5 w an Stelle von <o, so folgt: 



(3) 



2 

2 r 

= / cos (x sin o>) do 

o 

it 

= i c 



cos (x sin co) tl o> , 
und dies ist die Definitionsgleichung (l) fur n = 0. 
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9. Eine neue Form for /. Man kennt noch mehrere andere 
Integralformen fur die Besselsehen Funktionen. Interessant ist 
eine Formel, in der unter dem Integralzeichen selbst 
wieder Besselsche Funktionen auftreten. 

Sie lautet: 






unter der Voraussetzung, daB p > 1 und v > fi 1st. Die 
Richtigkeit von (l) ISBt sich leicht zeigen; man entwickele 
lieh J (xYu) nach 2. (7) in eine Beihe, dann wird: 



x 



Das hier auftretende Integral ist nach 1. (29): 

IT (y t __ 1) 



nach Einsetzung dieses Wertes erhalt man: 



und dies ist gerade die Definitionsgleichting in 2. (7). 
Es laBt sich (l) timformen in: 



Setzt man hierin ft = -J-, so ergibt sich vermdge 7. (3) die 
Gleichung 6. (13). 
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Setzt man v=$ und fi = Q, so findet man durch 7. (l); 

i 

1 /IT . i /2 re /* w . r / x , 

S/ smir= I/ I -^=^J i} (xit)du 
nx r ye J Vi-. w * OV 



oder: 

i 

l - - JQ (x ii) d u = I sin a) J" n fa 1 sin 00} do). 
i w- ' ,, 

o o' 



sin$ /* ^ T- / N 7 /* - 
= i -. -~~ eT (a!?2f) du === I s 

x J yl w a ' ,7 



II. Absehnitt. 

Die Besselschen Funktionen zweiter Art und 
semikonvergente Reilien, 

10. Andere Integrallosungen der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung. In 6. wurde gezeigt, daB das Integral 



eine Losung der Differentialgleichung 5. (12) 1st, deren all- 
gem eines Integral 



lautet, wenn die rechte Seite der Gleichung 6. (10) Null 1st, und 
dies ist der Fall, wenn der Ausdruck 



ftir v^a und v = & verschwindet. Die Nullstellen dieses Aus- 
drucks sind aber fur v> ^ nicht nur und 1, wie dort benutzt 
wurde, sondern wegen des dritten Faktors auch v = i i oo , voraus- 
gesetzt, daB x eine reelle positive Zahl oder genauer eine kom- 
plexe Zahl ist, deren reeller Bestandteil positiy ist. Setzt man 
daher: 

H-/OO 



so isty r eine Losung der B ess elschen Differentialgleichung 2, (1); 
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wahlt man hierin u = iv als neue Integrations variable , so er- 
gibt sich: 

oo 

y v = x v e~ ix /(/w- - ? 3 'H 2 ) T '~* e Sw * i du 





Nun ist: 

daher wird: 
(1) y v - 



Ganz entsprechend ergibt sich. durch das andere Vorzeichen 
von i eine zweite Losung: 

(2) y v ^^ e 

Beide Integrals haben einen endlichen Wert, wie schon er- 
wahnt wurde ; wenn v > ~ \ und x > ist. 

Es wird nun zu untersuchen sein, in welcner Beziehung diese 
beiden Losungen der Besselschen Differentialgleichung zu den 
Funktionen J v und J_ v steben; es soil zunHehst gepriift werden, 
ob y v und y v den in 4. entwickelten Relationen genugen. 

Aus 



(3) ,- 

ergibt sich durch partielle Integration: 





Sohaflieitlin, Die Besselscheii Punktionen. 
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Der Ausdruck vor dem Integralzeichen ninimt an der unteren 
Grenze den Wert Null an, sobald v > ^ ist, wahrend er an der 

2v-l (X> " 

oberen Grenze in der Form - auftritt; nach bekannter 

ff ux OO 

Methode ergibt sich Null als wahrer Wert dieses Bruehes. Dem- 
nach folgt far v^>^: 

/ 3 / *2 + 1 \ 

/ '. OX 11 ^/. rt . N ~ (2i<^ + '>- --." t7t\ 

(u-ni*) *(l-'2iu)e \ 4 / du. 

, & 

Zieht man aus der zweiten Klammer den Faktor - i = e 2 
lieraus nnd vereinigt ihn mit dem Exponentialfaktor, so wird: 



o 

Durch Differentiation Ton (3) erkennt man, dafi das letzte 
Integral den Wert 9^,_ 1 besitzt, so daB man erMlt: 



" -i 

und wenn man von <p wieder zu y iibergeht: 

__ 2^ 1 [ v 1 

^ _ . _ | _^_^_ i _ 

oder 

2r + l f v 
^ + 1--4~{^"" 

Setzt man 

, _ 2 '' 
*'"" il(* fr ?/ ^ 

so ergibt sich aus der letzten Gleiehung: 

(*) ;-->,-; 

Burch Differentiation folgt hieraus: 



da aber # v der Besselschen Differentialgleichung 2. (1) geniigtj 
so kann in der letzten Gleichung z" durch / v und e v ersetzt " 
und man findet: 
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(6 a) 



Ersetzt man Merin g v aus (4) durch ^, und v+1 , so erhalt man: 
/ , v + 1 

*+!+-- *, + !=*, 

oder: 



Aus der zweiten Losung l/ v folgen auf dieselbe Weise genau 

2 V 
die namliehen Gleichnngen wie fur 2/ v ; aucla fiir 8 v ^~=rr~~~^-y v 

gelten daher die Gleichungen (4) und (5) ; deswegen auch far ^,? r . 
Es ergibt sieh aus (4), daB jede Eunktion & oder 5 mit beliebigem 
Index v v5llig bestimmt 1st durch eine FunMion $ oder i, deren 
Index zwischen ^ und + -|- liegt. 

Nun stellen (4) und (5) genau dieselben Bezieaungen dar, wie 
sie in 4. (3) und (4) fiir die Eunktion J v (x) gefunden wurden. 
LaBt sicn angeben, in welcher Beziehung die Eunktionen V und 
j^ v fiir Werte des Index zwischen -J- und + -J- zu den entspreehen- 
den Eunktionen J v stehen, so 1st nack der letzten Bemerkung 
diese Beziehung auch fur beliebige Werte des Index gewonnen. 

Setzt man 



so folgt aus (l) und (2): 
a,-o;*cos(0-^^*)V^ 




-iafaa. 



- j?" cos (a? - 2 v + X *)<r*** (u - iv*)*"* + (it + iu*) v ~* du 



oo 

_ ix v sin ^ _ !il ^ A- 2 ., j ( M _ itff 
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Euhrt man eine neue Integrations variable co durch die G-iei- 
clmng w==tg co ein, so wird: 

-. 4 ,,.4 r-4- Bin r -i-~/~ i ,.-^^'" 1 

- tg 2 CO (1 + 7* tg CO) " == 



1 -" "" 



so daB man nach der Moivresohen Eorznel erh8.lt: 
f . 9^'-^ _ sin 1 -"o { cos (v )o>j 

(M -; ^^= 

Hieraus folgt: 



__._'"4._., i)fl) 



oder: 



ft 

I . rl / 2^ + 1 , 2v 1 \ 

sm f o cos I a? ----- j TT -j ---- - ra ) 

__ _ JL _ i __ . 1 / ^-S-rtga/j 

" " " """" 



/ 



cos ^ a) 






und fiihrt man -^- co als Integrationsvariable ein: 

it 

J r -4 . / 2v 1 \ 

/cos T co sm I ai < i 
_ - ^JL..^ - 1. . y e ~2.,cot fff 
sin* 1 co 



o 
Ganz ebenso ergibt sich: 





2 v-4 / 2^1 \ 

/cos ^cacos (as ---- - col 
- ^TI - - - - e~ a ' eoot 8 w rffi> . 
sin" "*" o 
o 

11. Heue IntegraldarsteUung von. J^ und die Besselsclie 
Punktion zweiter Art. Die zuletzt entwickelten Integrale 
haben einen endlichen Wert, sobald i>> ^ und der reelle Tail 
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von #>0 1st; far $ = werden im allgemeinen beide Integrale 
tinendlieb. Denn alsdann verscliwindet aus den Integralen die 
Esponentialfunktion, und die Nenner der Bruche werden an der 
unteren Grenze Null, und zwar von der (2o> -f l) ten Ordnung. 
Da aber alsdann auch der Zahler des Integrals fur s v von der 
ersten Ordnung Null wird, so bleibt das Integral fur s v endlich, 
wenn 2 v < 1 1st, wahrend das Integral fur <s v endlieh bleibt, wenn 
v < 1st. Daraus folgt, daB das Integral fur s^ an der Stelle x = 
gtiltig bleibt, sobald -|* < v < + i* ist und cr r fur a? = 0, sobald 
-|-<><0 ist. Diese Grenzwerte sollen jetzt ermittelt werden. 
Setzt man in: 



/ 



. 
cos - co sin 



-1 \ 

oo ) 

/ 



a an Stelle von ~| -i/, so bedeutet f einen positiven ecbten Brucb, 
und man erbalt: 



^ /"* 

lim -^- =1 cos"" f w sin 2 ~ 2 ro sin s o> c? co . 

2 * ^/ 

Durcb. Benutzung von 1. (8) folgt: 

7Z 

im -^-s-g f cos~ fi coshr "" 1 foJP( ";-, : J i , , si 

2fl5 v t/ \ 



lim 

~o 

and wenn inan sin^co^^ als neue Integrationsvariable einfiihrt: 
i 

/1 ' " " * * }du 
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Der letzte Faktor unter dem Summenzeichen ist ein Euler- 
sch.es Integral erster Gattung, also nach 1. (29): 



* 

/ 

' 7 



"*~ 1 (t--?0 - d'U*=- 
und daher: 



mn 



(i+) 



Die letzte Summe lafit sich nacli 1. (25) durch das Zeiohen der 
hypergeometrischen Reihe ausdriicken: 



2** 2 tflzil 



1-. A 

s "' ' s ' V ' 



Man erkennt hieraus, daB die in der vorletzten Formei er- 
haltene Summe konrergent ist; denn die hypergeometrische Reihe 
ist fara?=l fconvergent, sobald y a (?>0 ist. In uuserem 

Palle ist dieser Ausdruck 1 -- , also positiv. Nach 1. (24) wird 
numnehr: 



lim v - y 
Es ist nach 1. (18): 

jj ^ jj__. 
und 



Neues Integral far /. 
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folglich: 



Fuhrt man wieder v statt ein: 



/^ 

(i) 



Da nun s v eine Losung derjenigen Differentialgleiehung 1st, 
deren zwei partikulSre Losnngen J v und J_ v sind, so ist: 



Nun ist naeh 2, (7) und 3. (l): 
(3) 



lim L 
* = " 



Aus (1), (2) und (3) folgt, daB c Full ist, sobald v > ist; 
daher ist: 



(3 a) 



oder nach 10. (7): 




cos 



-I . / 2v 1 \ 
2 co sin Lr 1 



Ist aber r<0, so behalt <? seinen Wert, dagegen kann 
c jeden beliebigen "Wert annehmen, so daB sich au diesem 
Wege nicht angeben laBt, ob alsdann v neben J v auch noch JL V 
enthalt, DaB indessen auch in diesem Falle (4) richtig ist, ergibt 
sich folgendermaBen: 
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Durch partielle Integration erhalt man: 

7t 

"""^""in^r "'^-- coj ~j 2 



'COS 
* .*. 

sin" ' * co 



2 r 1 - ! 

J 



/-> ,.--2- , 

COS 2 to COS [,fl 



5 

sin - ' ~ * co 



/ 

l I 

/ 

./ 



* r-4- 
2cos ^ 



sm - co 



In dieser Gleichung verscliwindet das vom Integralzeichon freie 
Glied, sobald v > -| 1st, und es bleiben die Integrale fur as = end- 
lich, sobald -^ < 1 ist; also istlim (% l ~ r s^ endlich, wenn ^ < v < 1 

1st. Da nun lim# 1 ~" r j' far die betreffenden Werte von v tin- 

ar = " l 

endlich groB wird, so enthalt s r in diesem Falle nur die Funk- 

ti r 
tion J v nnd nicht J_ ,,. Die Funktion nf ,> - s r unterscheidet 

J1(T %) 

sich also auch nnr um einen konstanten Faktor von J v und 
geniigt der Gleichung 1O. (5): 



der auch die Funktion J* v genugt; es wird also auch $ Vmml fiir 
-|- <C v < 1 sich von J",,^ Oder, anders ausgedriickt, s v fur 
-| < v < sich von der Funktion J v nur durch einen kon- 
stanten Faktor unterscheiden und demnach nicht die Funktion J^ v 
enthalten, d. h. Gleichung (4) gilt fur die Werte < v < + 1* 
Selir leicht tiberzeugt man sich, daB sie auch ftir v= ! + < gilt 
und tibergeht in Gleichung 7. (l); auch fiir v -J- 1st sie 
richtig. 
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Nach dem, was in 10. iin AnschluB an Gieichung (5) gesagt 
worclen ist, ergibt sich jetzt, daB Gieichung (4) allgemein 
fiir jeden Index groBer als -J giiltig ist. 

Die Funktion $ r dagegen ist ein zweites partikulares Integral 
der Besselschen Differentialgleichung, das in der nachsten Num- 
mer genauer untersucht werden soil. Wahrend durch Gieichung 
(4), namlieh: 




in (x "^~~ co ] 

\ & J ? 



die am Nullpnnkte endliche Losung der Besselschen Dif- 
ferentialgleichung fiir v> |- definiert wird, wird die Gieichung: 







22' 1 

- -a> 



\ 

-x ----- - -a>J 

- 







eine bestimmte Losung definieren, die am Nullpunkte unend- 
lich wird; sie heifit die Besselsche Funktion zweiter Art; 
zum Unterschied wird alsdann J v (tx) als Besselsche Funktion 
erster Art bezeichnet. Die Funktion Y v ist nattirlich linear aus 
J v und J_ v zusammengesetzt; auch in dem speziellen Falle, daB v 
eine ganze Zahl ist, bleibt (5) in Geltung und stellt auch dann 
eine zweite, von J v verschiedene Losung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung clar; in jedem Falle stellt 

(6) y = c L J v + c 2 T v 

ein vollstandiges Integral der Besselschen Differential- 
gleichung dar; Gieichung (6) fullt also die Liicke aus, die in 
3. (2) fiir ganzzahlige Werte des Parameters geblieben war. 

12. Nah-erungsfornxela fiir unendlich groJBe "Werte des 
Arguments und BeihenentwicMung der Besselscken Punk- 
tionen zweiter Art. Fuhrt man in 11. (4) 2^cotgco = ^ als 
Integrationsvariable ein, so folgt: 
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X 





00 

/ r-4/, , M 8 \*~* . / 3vl tt\ 

3" M "^1+ j^sj sm^r ---- - arecotg j dit. 



LaBt man in diesem Ausdruck % unendlich grofi werdeii, so 
wird 1 + T~S gegen 1 und arc cotg gegen - konvergiereu, und 

QcdG" A SC *J 

man erhalt fur uneadlich groBe Werte des Arguments: 



yp 
^ 



v 1 \ / 

- - it j / , 

--""" 



also nach 1. (28): 
T / \ 

(1) Jl(#) 

rv/ 

In T r tritt nur statt des Sinus der Kosinus auf, so da6 man 
erhalt: 



(2) 



2 v 1 \ 

~ ' "4--^; 



Diese Gleichungen gelten zunfichst nur fur v> -|-, da die 
Integrate, aus denen sie abgeleitet wurden, nur unter dieser Be- 
dingung gelten. Jedoch kdmien sie leicht auf beliebige reelle 
Werte des Parameters erweitert werden. Aus der Eekursions- 
formel 4. (2): 



folgt fur unendlich groBe Werte von oc: 

J" v _ 1 = J r + l (x = *J 

und allgemein: 

(3) /,_ - ( ~ I)"/,, t x-) 

wenn eine ganze Zahl bedeutet. Jede negative Zahl kann in 
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die Form v %n gebraclit werden, wenn v zwischen und 2 
liegt; alsdann ergibt sick aus (l) und (3): 



cos nit sin 1 x 



]/~ |sin(^~- 2y I"") 



Zv 
sin' 



Vermehrt man das letzte Argument urn 2w, so folgt: 



d. h. (l) 1st aucli fur beliebige negative Parameter gtiltig. 

Die Funktion Y v ist bisher nur fur solclie Indices definiert 
worden, die groBer als -^ sind. Fur diese Funktion gelten die- 
selben Bokursions- und Differ entialformeln, die in 4. fur die 
Funktion J v abgeleitet wurden, wie dies in 10. bewiesen worden 
ist. Mit Hilfe der Gleichung 4. (7) kann demnach auch die 
Definition von Y v auf beliebige negative Indices ausgedehnt 
werden; dann kann ebenso wie oben gezeigt werden, daB auch 
Gleichung (2) fiir beliebige negative Indices Geltung behiilt. 

Wie schon erw^hnt wurde, muB Y v sich aus J v und J_ v li- 
near zusammensetzen 5 bedeuten a und 1) konstante GroBen, so 
besteht die Gleichung: 



Da diese Gleichung fur alle Werte von x, also auch filr unend- 
liche groBe in Geltung bleibt, so folgt aus (l) und (2): 



cos 



/ 2* t \ - / , 27/ + 1 \ 

( x f 7t I = a sin ( x -\ -- ~ it 1 

. , / 2v l \ 

+ 1) sin IT 7c) 

Trennt man hierin die Variablen von den Konstanten und setzt 
die Koeffizienten von cos a? und sin $ links und reohts einzeln 
einander gleich, so wifd: 
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cos * 71; = a cos - i it 1) sin -. TT , 
4 4 4 

sin * r TC = a sin ~ , + > cos - .- - TC. 

4 44 

Lost man diese beiden Gleichungen naoh a und & auf , so er- 
halt man: 

a = -. - und 1) = cotg v:t. 
sin vst 

Bemnaeh ergibt sicla die Gleichung: 

(4) r,(*) - -j-- -- JL (j) - cotg v - j . 



Es 1st also, wie ani Ende der letzten Nummer beliauptet wurde, 
Y v cine von J_ v und J v im allgemeinen verschiedene Losung der 
Besselschen Differentialgleichung. Nur wenn v die Halfte einer 
ungeraden ganzen ZsChl ist, fallt In (4) das letzte Gliecl fort, und 
es wird: 



Ist aber v eine gan%e Zahl n, so erscheint (4) in der Form: 



A sin HTt sin 

also wegen 3. (3) in der unbestimmten 'Form -j}. Urn den wahren 
Wert dieser Fomi zu ennitteln, verf&hrt man nach bekannter 

o 
x { J- r COS V It Jv } 

Methode: man liat den Grenzwert von ....... - -- - fur 

7 vt cos vit 

ganzzahlige Werte von v zu bilden. Aus 2. (7) erhiilt man bei 
Benutzung von 1. (19): 
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und aus 3. (l): 

+*i i x 

\ iog 2 





Wird v eine ganze Zahl w, so folgt: 

T 0) - (- 1) - - lim (fe 1 - (- IV 

wV y v J rt rss I ov v 



also mit Eiicksicht auf 3. (3) : 



Zerlegt man die zweite Smnme in die beiden Teile von bis 
^ l und von n bis oo und wM-lilt in der letzten Teilsumme 
n + I als Summationsbuchstaben, so ergibt sich: 

- - r.c*) = 2 /.(*) log f - 







ip-/ _ ^ 4- /I) 

Der in der letzten Summe auftretende Bruch. =~ -- T-TV erscneint 

ii.( n -f- A; 



in der unbestimmten Form und hat nach I. (23) den wahren 
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(6) Y n (x) = J n (x) log + 

+ : 



Hierdurcb ist eine Entwicklung der Besselschen Funk- 
tionen zweiter Art nach steigenden Potenzen anch in 
dem Ealle gewonnen, dafi der Index eine ganze Zahl 
ist. Wie man ans der letzten Summe erkennt, -\vird Y n (x) am 
Nullptmkte von der w- ten Ordnung unendlich groB. Fur T Q (x) 
fallt dieser letzte Teil fort, und es wird dalier Y Q am Nullpunkte 
nur logarithniisch unendlich. Man erhS.lt niimlicn: 



D' tt !l (f 



oder: 






oder wegen 1. (2 






13. Relationen zwischen den Besselschen Punktionen 
erster und zweiter Art. Aus der Eigenschaft der Funktionen 
J v und Y vl Losungen derselben Differentialgleichung zu sein, er- 
geben sich. einige Beziehungen, die hier abgeleitet werden sollen. 

Aus 5. (8) ergibt sieh, daB die beiden Gleiclmngen bestehen: 



und: 



Kelationen zwischen J v tmd Y v . 47 

Multipliziert man (la) mit "]/x Y v nnd (ib) wiiyxJ v nnd sub- 
trahiert, so folgt: 



Wie man leiclit bestatigen wird, ist die linke Seite dieser Glei- 
clmng der Differential quotient des Ausdrucks 

~ 
M1 - 'dx~ 

bedeutet c eine beliebige Konstante, so folgt demnach durch Inte- 
gration: 



oder nacn Ausfiihrung der Differentiation: 



Zxir Bestimmung von c kann man sowohl den Wert x als 
auch x = oo benutzen. Ftir diesen zweiten Wert ist nach 12. 
(1) und (2): 

(2a) J/ 



(* - oo). 
Hieraus ergibt sich c == oder 



Ersetzt man hierin // yerm5ge 4. (3) durch J^^ tind J" v nnd 
macht dasselbe mit Y v f , so findet man, daB die beiden Glieder mit 
dem Faktor J V Y V sicli heben, nnd man erhult: 

(4) ry^-^r-l. 
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Ferner erhalt man aus (3) durch Differentiation: 



Durch geeignete Koinbination dieser Formeln mit denen von 
4. lassen sich nocla zahlreiehe derartige Gleichungen aufstellen. 

14. Semikonvergente Beihen fiir J r und Y v . Durch die 
Reihenentwicklungen in 2., 3. und 12. ist es moglich, die Werte 
der Funktionen J v und T v fur beliebige Werte des Arguments x 
zu bereclinen. Je groJBer aller dings x wird, um so geringer wird 
die Konvergenz der betreffenden Reihen werden, Um auch fur 
grofie Argmnente die Funktionen bequem berecbnen zu konnen, 
hat man daher versucht, Entwicklungen zu fiiiden, die nacii 
fallenden statt nach steigenden Potenzen von x fort- 
schreiten. Diese Entwicklungen ergeben sich ziemlich leicht 
aus den Integralen der Nr. 10. 

Setzt man: 



(1) 



so ergibt sich aus 10. (6 a) und 11. (3 a), (4) und (5): 



+ Q v (&) cos (% 2L nj j 

(2) 
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Setzt man in (l) %xu als Integrations variable , so erlialt man: 



du 

\ v W. ' J. <Y> / I 

(3) 



ISTach dem Taylor schen Satze ist nun: 



wo: 



l(i #^y -m " 

i, \ *j d,/ 



ist und # einen positiren echten Bruch bedeutet. 

Setzt man - e> =* tg <p, so wird: 






(cos y a sin y f - ffl ~T4- (cos y 
^ (COB 9)"- 2m -* 

also nach Moivres Pormel: 



x cos ((2m v + f)<^)(cos 

Sohafheitliri, Die Bosselsclioii Funktionen. 4 
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1st nun 2m ^> v |- ? so ist: 



2 a 



wobei der senkrechte Doppelstrich den absoluten Wert der ein- 
gescblossenen GroBe bedeutet. Fiihrt man nun die Entwicklung 
(4) in (3) em, so erlialt man eine Seine von Eulerscben Inte- 
gralen, also mit Benutzung von 1. (28): 



^J v 

^ = 



wo nacb (5): 

(6 a) 

fur: 



y--2w f) 
2 m > i/ |- . 



In ausfiihrlicher Scnreibweise lantet (6): 



"" 4! 

nnd speziell: 

2 ! 2 >8 s -5 2 .7 2 I 2 - 



Anf abnlicne Weise findet man: 



Nun ist: 



- 2 r-^ 

^^ 

2=0 
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wo 



Setzt man hier - = tg ip, so ergibt sich wie oben: 

I Q I << 9 

^ - 



sobald 2w > v % 1st; hieraus folgt: 

p("+8^+ 



I o' / _JH^+ 2m + |) 
lm + i ^ JI(2^ + 3)if(v 2w 
fiir 

2 m > v -J . 

In ausfuiirlicher Sclireibweise lautet (7): 




rW 8 ^ "3! (8 a?)* 

(4i; 2 ~l 2 )- 
" 5! 

und speziell: 



5! 

Durch die Formeln (6) und (7) sind Entwicklungen der Eunk- 
tionen P v nnd Q v fiir positive Werte von x erhalten worden, die 
nach fallenden Potenzen des Arguments fortschreiten. Aber es 
darf in diesen Eeihen die Gliederzahl nicht beliebig 
wacksend angenommen werden, sonst wiirden die Reihen 
divergent werden. Benn bezeichnet man das allgemeine Grlied 
der Eeihe in (6) mit ( l)*^, so folgt aus (6): 

/CA V 1 - (!L+ H+iLfe + 2 ^ + -g) 2 ^ -t) (^ - ^A - 1) 

"" "" " 



und dieser Quotient w&chst bei unbegrenzt wachsendem K selbst 
iiber alle Grenzen, 
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Bricht man aber die Eeihe (6) bei irgendeinem Gliede a m 
ab, so lehrt (6 a), daB der hierbei begangene Fehler nach der 
positiven oder negativen Seite kleiner ist als der absolute 
Wert des in der Entwicklung folgenden Gliedes a m + 1 
nnter der Voraussetzung, daB die Anzahl m groBer 1st 

als 7. G-enau das Entsprechende gilt bei der Eeihe fur $,.$ 

_ rr 

hier muB m groBer sein als - . Wegen dieser Eigenschaft 

konnen die Eeihen in (6) und (7) sehr wohl zur n&herungsweisen 
Berechnung Ton J v und T v Verwendung finden; man bezeichnet 
sie als semikonvergente Reihen. 

E"ur in dem Falle, daB v die Halfte einer ungeraden ganzen 
Zahl ist, brecnen die Eeihen (6) und (7) von selbst ab; man er- 
halt dann fur J v die Summe 7. (5) und (6), und durch Y n+ '% 
erhalt man nach 12, (4 a) den "Wert von e71 (w + j^. 

III. Abschnitt. 

Darstellung willkiirliclier FunktioHen (lurch Besselsche 
PuHktionen und Integrale mit Besselschen Fnnktioneu. 

15. Reiken mit Besselsclieii Funktionen. Aus der 

Tatsache, daB die Eeihe fur die Besselsche Funktion erster Art 
mit der vten Potenz der Variablen beginnt, erkennt man, daB ,r v 
sich formal in eine Eeihe entwickeln lassen mufi, die nach den 
Funktionen J" v , J" v+2 , '/ v+4 , . . . fortschreitet ; es ist eine andcre 
Frage, ob die erhaltene Entwicklung auch konvergent ist. 

Um das erste zu zeigen, schreibe man einige der Funktionen 
kin nach 2. (7): 



2 

_ 

m ~n(v + 2) \ 2 
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Es wird nun behauptet, daB eine Eeihe existiert: 

(v)'-J' i ^ +si . 

Die ersten Koeffizienten lassen sich aus den obigen Eeihen leicht 
berechnen. Es ist a = H(v). Eerner folgt: 



ako a - 
' aIS a i~~ 



Welter: 



U(v + 4) HI U(v + 3) ^ JT2 TI(v + 2) 
oder 



H2 U(i;4. 8) 2 JT2 

Setzt man die Eeclinung noch um ein Glied weiter fort, so 
findet man: 



und hieraus durch Yerallgemeinerung: 



Es ist zu untersuchen, ob diese Vermutang ricMig ist ? oder es ist 
die Gleichung: 



tof ihre Eichtigkeit zu priifen. Ersetzt man in (l) J" v+ %i durch 
die Eeihe, so wird: 
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Fiihrt man in der inneren Reihe I + ft als Summationsbuchstaben 
ein, so wird: 



= 

und bei Vertauschung- der Summationsordnung: 

' a V 



(1LY - X^r- i v< P 

V2/ .^/^ ; V2 
( = 



und diese Gleichung ist richtig, wenn: 



(fur ^ I> 1) ist. Die linke Seite zerlegt sick in: 

i* -~, , .. 

vVf-l^v 





/t 

4. 2 >V IV 
^ ^^ j JT(. 
i 

oder: 
A 








Aus 1. (15) folgt: 

IT^U(-^^- i) r 7 " ., 

r ^ r ' sm TTft ' 
und wenn A eine ganze Zahl bedeutet: 

JT(I* - A) jia - u - 1) - -v- F*,T~- - (- 

vr ^ v r y sm(#t Z)?r ^ 
also wird: 

( 2) (_ iy ..... ! - - - = ^ -.? -T.. 1 ) . 

^ ' ^ ^ -i) n^n ( ft i) 
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Eiihrt man dies ein, so folgt: 



o 
2 

o 



Diese beiden Suminen lassen sich bei Benutzung des Zeichens 
der hypergeometrischen Reihe nach. I. (25) schreiben: 






also nach 1. (24): 



Erweitert man den zweiten Bruch mit fc, so erkennt man, daB 
die Differenz wirklich Null ist; demnach ist die formale Richtig- 
keit von (l) bewiesen. 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob und in welchem Be- 
reich die Entwickelung (l) konvergent ist. Beim Beweise ftir 
die Konvergenz der Definitionsgleichung 2. (7) wurde gezeigt, 
daB der absolute Wert sowohl des reellen als des imaginaren Be- 
standteils von eT v (a?) fur beliebige komplexe Werte von x kleiner 
ist als 

r* 

1 ( r \ v ~T 
J7V ' \TJ e ' ' 

worin r den absoluten Betrag von x bedeutet. Setzt man dies 
in (l) ein, so wird die rechte Seite kleiner als 

OO 

j-\+2i 
/ 



und diese Summe ist ftir alle endlichen Werte von r konvergent^ 
folglich ist auch die Reihe (1) fiir alle endlichen Werte von x 
konvergent. 
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LaBt eine Funktion f(x) sicli in eine Potenzreihe von x ent- 
wickeln, so kann an Stelle der Potenzen die Bntwicklung (1) 
treten; die entstandene Doppelsumme kann man dann naeh den 
Besselschen Funktionen ordnen und erhslt so fur die beliebige 
Funktion /"(a?) eine nach Besselschen Funktionen fortschreitende 
Entwicklung, die in demselben Bereich konvergent ist wie die 
Potenzentwieklung. Der allgemeine Beweis dieses Satzes wtirde 
zu weit ftihren; in den folgenden Beispielen kann er nach obigena 
Muster leicht durchgeftihrt werden. 

Axis (1) folgt durch Spezialisierung von v: 



373(0:) 



(3) 



- 
x i - m 

oder mit Hilfe von 1. (18): 



V- = 

r * 



Ferner ergibt sich: 



12 r 

v = x ' J 



. 

lt(JL v) 
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Mit Benutzung von (2) und 1. (18) verwandelt sick die innere 

Snnime in: 

-l) <>/,,! ; 3 \ 

( v -+i) = I + ' ' "a ' / 

4) cos ;irc , ,s ? 2 

- -- 



n(A 4- 4-) n( x - 4-) 

Demnach erhalt man: 



(5) sinoj 

Dnrch Differentiation ergibt sich hierans mit Hilfe von 4. (1): 

CO 

(6) cos a = 



Die Fonneln (5) und (6) ergeben sich nnter Benutzung von 
Fourierschen Satzen leicht aus 8. (l). 

Die Formeln (3) (6) sind fur alle endlichen Werte von x 
konvergent. 

Die Ableitung der Besselschen Funktionen nach dem Index, 
die bei der Herleitung der Reihen fur die Besselschen Fnnktionen 
zweiter Art auftrat und noch spater mehrfach eine Eolle spielen 
wird, lafit sich ebenfalls in eine nach Besselschen Funktionen 
fortschreitende Reihe entwickeln. Es ist nach 12 (5): 

I' /,, r / M X 

, ' = J v (f)log~ A 

c v v ^ J 2 

u 

Bezeichnet man zur Abkiirzung die letzte Summe mit Jf, so 
ist nach (l): JT = 



5? 

v + ^ +j- 1) 
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Mit Benutznng von (2): K = 

-i)ua-^-i) 



T 

Die innere Summe lafit sich durch 1. (27) summieren; sie 
hat den Wert: 



somit wird: 



Der Faktor JI( ft) des Nenners 1st nur fiir ^ = endlich, 
fiir alle iibrigen Werte yon ft dagegen unendlich grofi. Von ft 1 
an verschwinden daher alle Glieder, die von den letzten beiden 
Summanden der geschweiften Klammer heiruhren; mit Hilfe des 

Wertes ^^4 ( 1)^11(^1) erbalt man schliefilich: 



Also ergibt sich: 



Eine noch einfachere Entwicklung als (l) einer beliebigen 
Potenz mit Hilfe Besselscher Funktionen ergibt sich folgender- 
maBen: 

/ T \''+ 2 1 /*\'-*-* 



1 / r \ r T * 

...... -.-.- ........ ...... .-. \ . . 

(v+2) \ 2; 



+ l- 21^ + 1) 2 

r M- 

+8 W ~ 
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Multipliziert man diese Reihen mit gewissen Koeffizienten 
^o? \i \i un ^ addiert saintliehe Reihen, so konnen diese Koeffi- 

f x \ r 
zienten so bestimmt werden, dafi auBer ( yj alle Potenzen rechts 

verschwinden, und daB man erhalt: 





Wie man aus obigen Gleichungen sofort sieht, ist: 
= 77. . i . 6 = & <t. _ A. 

Durch Induktion findet man: 

00 

' x\ v 



Um die Richtigkeit dieser Gleichung zu zeigen, ersetzt man 
diircb. die Reihe nnd findet: 



A = A; = 



Fubrt man hierin A + ?b an Stelle yon h als Summations- 
bucnstaben ein, so ergibt sich: 



_ -TT7 Xf ( 1. 

= 



J~^ 



Da die innere Summe fiir It = den Wert 1 hat, fiir alle anderen 
Werte von Jc aber verscbwindet, so ergibt sich hieraus die Richtig- 
keit von (8). 

Es kann Gleichung (8) auch geschrieben werden: 



'v + i- 
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16. Andere Former*. fur die Besselschen Punktionen 
zweiter Art. Die Definitionsgleichung fiir die Besselschen 
Funktionen zweiter Art 12. (4) lautete: 

Y (V) = = - - / (V) cotgi/Tt e7" r (). 

v \ J Sin vrt -rV / b r\ J 

Setzt man hierin: 

^> == n -|- 7 

wo w eine positive gauze Zahl, e einen echten Brucli bedeutet, 
so wird: 



Die Herin atiftretende Punktion mit negativem Index IsBt sich 
vermittelst 4. (7) durch zwei Funktionen mit positivem Index 
ersetzen. In der angegebenen Forme! wahle man p 2n und 
v = YI , so geht sie liber in: 



Ul JT(2 n ~2i 
A = 

Kehrt man in beiden Summen die Summationsordnung um, 
so folgt: _iv_ = 



Dnrch. Benutzung der Formel 1. (15) genen diese Summon 
liber in: 



2 = 
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Nach Einsetzung dieses Wertes in (l) wird: 



. 



( i iy 

. = o 
Setzt man im speziellen = -j- $, so ergibt sicli: 

. r n ( n + il ) na -)iia-^) / 2 



and wenn J" W _JL durch J^^x und J"^ + JL vermittelst 4. (3) er- 
setzt wird: 9 22 



a = o 

n 

V 



oder nach. 1. (18): 



31 **+ i- 



4. .- 

" r - 1) \.r 



Setzt man in (2) dagegen ~ , so tritt das erste Glied rechts 
zusammen mit dem ersten Summanden in unbestimmter Form anf ; 
diese Glieder lauten 

, 
- ootg e 71; 
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also wegen 1. (15): 



sm sit 
dieser Bruch gelit fur s = iiber in: 



f _ 
\ 



8s 



und der Wert dieses Ausdrucks ist in 15. (7) angegeben. Alle 
ubrigen Glieder in (2) bleiben endlich und bestimmt, so daB man 
findet mit abermaliger Benutzung von 1. (18): 



T 



n-1 

_ _ __^- t/ > * 



Einen anderen Ausdruck erhalt man durcli 4. (8) ; setzt man 
dort v = und jp = n, so folgt: 






oder mitHilfeder schon Mufig benutzten Eornael 1. (15): J_ n _ s 

( w ,.+ fi ~.^"^j) / 2 \ w ~ 2 r 
i) \x) * 

i) m^-^ r 

\x) ^-** 



Hierdurch geht (1) iiber in: Y n + s 



mn(n~i) 

2=0 
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oder : 



Fiir s = -| ergibt sieh Meraus: 



n + y - 

F A= 

Fiir s = tritt das erste Glied auf der rechten Seite von (5) 
und der erste Summand des zweiten Gliedes in derselben unbe- 
stimmten Form wie oben auf, wahrend die ttbrigen Summanden 
endlich und stetig bleiben, so daB man findet: 



r 

it 7t ^/ ) W 

(7) ^ ^-1 



Ftir w fallt die zweite Summe fort, und man erhalt : 
(7a) r (*)--| 'F(O)-logf J (^) + 



17. Integrale mit Besselschen Funktionen, Multipliziert 
man 4. (3) mit x r und dividiert 4. (4) durch ic r , so erhalt 
man: 



Hieraus folgt durch Integration: 
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oder: 

(3) 

(4) 



Ganz entsprechende Fonneln gelten aucb, fur die Funktion T w . 
Tritt als Grenze Null oder Unendlich auf, so ist zu untersuchen, 
ob die Integrale iiberhaupt endlich bleiben; diese Bemerkung gilt 
auch fur alle folgenden Integralformeln. So findet man: 



(5) 



(6) 



Hier wie bei alien folgenden Integralformeln soil der lute- 
grationsweg ein Teil der positiven reellen Achse sein, wenigstens 
mufi er bei alien Fonneln, in clenen die Grenze oo auftritt, dieser 
Linie zuletzt sich anscbmiegen. Nur in der ersten, nieht in der 
zweiten Formel (6) kann Null als Grenze gewahlt werden, tind 
man erlialt: 



Viel wichtigere Formeln ergeben sich durch folgende Cber- 
legung. Aus 5. (8), (9) in Verbindung mit 11. (6) erhalt man, daB 
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das allgemeine Integral von 



1st. Verbindet man hiermit eine beliebige andere Differential- 
gleichung der Form: 

(9) *l"-i*l. 

so ergibt sicb in ahnlicher Weise wie in 13.: 

d_ , '_,>}, _ \^ 
dx ^ 1 **i ) v i) "*v 

oder: 
(10) 

Setzt man in (10) s i = j ^ 1 und wShlt Unendlich 

als obere Grenze der Integration, so erhalt man je nach den 
Werten yon g und ^ mit Riicksicht auf 12. (l) und (2) und 
13. (2 a) und (2b): 



(Ha) 



(lie) 



In der ersten und dritten Formel kann x gesetzt werden, 
dann flieBt aus (11 a) und (lie): 



(12) 




o 

Sohafheitlin, Die Besselachen 
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v 16 

cos (v n) - 



<.>.> 



1st in den Formeln (11) und (12) v = p, so tritt die rechte 
Seite in der unbestimmten Form $ auf, und zwar (lie) mit Etick- 
sicM auf 13. (8)5 in bekannter Weise erlaalt man dann: 

00 

/'I -4 ^ /*T2/ \ du X 

(14a) J 7 A )_-_ 

(Mb) 





Setzt man zur Abkiirzung: 

(16) IJ-^) und ^-W,^), 

multipliziert man (14 a) mit T r , (14c) mit J" r und subkahiert, 
so folgt: 

00 

j /() { r,() /,() - /,(*) rj ^ 
-^{ y r + *W3r,-J r ,3;')^}, 

also naca 13. (3); 
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Ebenso ergibt sich aus (14b) und (14c): 



(i7b) 2 v/V,() { r,() 7 r OO - /,(*) } ) + 7,00 - 1 w,( 

X 

Andere Formeln findet man, wenn man in (11) erst ft v 1, 
dann ^ = v + l setzt und addiert mit Rlicksickt auf 4. (2): 



" + x J * 

oder: 



+ J r [(2 v +1) J,'^- (2v- 

Wendet man auf die erste eckige Klammer die Formeln 4, 
(l) und (2) und auf die zweite die durch Differentiation daraus 
folgenden: 



X 

an, so findet man: 



oder: 
(18) 



Hierin kann J"/ durcn J v ' und J r vermoge der Besselschen 
Differentialgleichung ersetzt werden; so findet man: 

5* 
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Genau die entsprechende Formel gilt fur Y v . 
Man findet leicht aus (6), daB die Gleiclmng 



die allgemeine Losung 



besitzt; wahlt man in (9) s t =* -^--- |3 2 , so folgt aus (10): 



/;,( a?) / r (/^) &% 

- [a? (|S j; () J/QSa?) a J^QSa?) JVfoa?))]*, 

wo nattirlich unter J'(KX) die Funktion -",7- ....... verstanden 1st. 

v y d(ax) 

Durch 4. (4) geht diese Gleiclmng iiber in: 



(20) o 2 



Die entsprechenden Gleichungen gelten naturlich fur die Integrale 

6 6 

c raflf Ytx dx. 



Aus diesen Gleieliungen folgt: 

i 
Ola) ( 2 - I? 2 ),/* /,.( aC ) ^v(^) 



69 



1 

... ev\ l 

(21 b) (a". 

d 

i 
(21o) '" ~~' 



Bringt man *in diesen Formeln a 2 |3 2 nach rechts, so tritt 
die rechte Seite in der unbestimmten Form -j} auf, sobald ft = a 
wird. Bestimmt man den wahren Wert des Ausdrucks, so er- 
kiilt man: 



J< 

e 



<eJ*(as) dx = ~ (- a J r '( tt ) 7 r+1 () 

- 



Setzt man v + 1 an Stelle von v in 4. (3), so findet man: 

j; 1=Jr -^lj v , 

(X. 

und unter Benntzung von 4. (4) ergibt sich nach einfachen Um- 
Ibrarungen : 

i 

(22 a) 2 I u J v s (xity du = ( 1 l> 

o 
i 
/"* 
(22 "b) 2 I it J v (x w) T v (so it) d u = 



Noch auf andere Art gelangt man zu ahnlichen Integral- 
formeln. 

Man multipliziere die zweite der Formelgruppe 15. (3) mit 

' *-- tind integriere von Null bis Unendlicb, so erMlt man: 



2^0 
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Wendet man auf die rechte Seite (12) an, so wird: 



o 
Nun lautet eine bekannte Eeihe: 



setzt man hierin x = -~, so erhalt man: 



21 + 1 



COS ~2~ ~ 
folglich geht (23) fiber in: 



(24) 

Durch Anwendung yon 4. (3) folgt liieraus: 

00 

/ {^ ^+i() + Ji' + i} ^ = 1 Oder: 



V(25) 





Auch durch Benutzung der Integraldarstellung der B e s s e 1 schen 
Funktionen lassen sich Integralformeln finden. Aus 9, (l) folgt: 



o 

1 



/ ^-^-i^ I 
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durch Vertauschung der Integrationsordnung ergibt sich: 
',dx 



00 

r 

-w)"-"-^M / as**-"- 1 
y 



Setzt man nun ^ = 2& 1, so daB fur It die Ungleicnheits- 
bedingnngen bestehen: < "k < ~~~|~~? so n^det man durch. (24) 

fur das innere Integral den Wert -~y_ und alsdann nacn 1. (29): 

yu 



Das Integral links bleibt endlicn, wenn die obere Grenze fur 7r 
bis auf - + - - beraufgesetzt und die untere Grenze fur v Ton 

1 bis f herabgesetzt wird. Durch Benutzung der Formel (2) 
kann die Gultigkeit der letzten Gleichung in den erweiterten 
Grenzen nachgewiesen werden, und man erhalt daher: 



(26) 



18. Darstellung willkiirliclier Funktionen durch. Bessel- 
sclie Funktionen auf andere Art. In 15. wurde die Ent- 
wicklung einer beliebigen Funktion nach Besselschen Funktionen 
besprochen derart, daB die Parameter eiue arithmetische Eeihe 
bilden und die Argumente unverandert bleiben; bei vielen Pro- 
blem en nun 1st es von Wichtigkeit, Eunktionen zu entwickeln 
nach Besselschen Eunktionen derart, daB die Parameter unge- 
andert bleiben, die Argumente dagegen sich andern. Der Einfacn- 
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lieit halber soil der Parameter Null nur besprochen werden, die 
Ausdehnung auf den allgemeinen Fall 1st daraus leiclit zu erkennen. 
Wenn eine Funktion /*(#), die in dem Intervall von bis 1 
stetig 1st, in eine Kerne der Form: 

00 

(1) f(x) - 2*iJo(*i*) 

2 = 1 

sich entwickeln laBt, so konnen die Koeffizienten A dieser Ent- 
wicklung bestimmt werden, wenn die GroBen ^, durch welche 
sich die einzelnen Glieder unterscheiden, die positiven JSTnllstellen 
der Funktionen J" oder J (resp. J^), fiber deren Lage im 5. Ab- 
scnnitt genaneres mitgeteilt werden wird, oder allgemeiner die 
Wurzeln der Gieichung 



sind, worin A nnd B beliebige Konstanten bedeuten. 

Um dies zu zeigen, multipliziere man (l) mit w *?$(&%) 
integriere von bis 1, so erhalt man: 

1 CO 1 

(2) JV^yoCV)** - 2 

1 = 1 

Sind nun ^ und ^ verscniedene Nullstellen von c7 (X)j so 
verschwindet das rechtsstehende Integral nach 17. (2 la) 5 nur 
wenn A==^ 1st, erhalt man aus 17. (2 2 a): 

(3) ' 



Folglich findet man ans (2) und (3): 
i 



oder 
(*) 

Durch diese Gieichung lassen sich die Koeffizienten der Ent- 
wicMung (l) berechnen. 



Reihen von der Form JS'fljt J Q (&%%)' 73 

Yersteht man dagegen unter ^ die Nullstellen von J$(x) 
oder, was dasselbe ist, von ^(a?), so verschwindet das rechts 
stehende Integral in (2) ebenfalls, wenn # /t und ^ verschieden 
sind; ist aber A = ^, so wird hier: 



(5) 



und es ergibt sich demnach eine der obigen entsprechende Koeffi- 
zientenbestimmung. Jedoch ist Her folgendes noch zu beachten. 
Setzt man in 17. (2 la) |5 = und wahlt cc als Nullstelle von /', 
so findet man fur v = : 
i 

(6) CxJ^(ax)clx = 0; 

o 

nmltipliziert man daher (1) mit x und integriert zwischen und 1, 
so folgt: 



Da nun bei beliebiger Wahl von f(x) diese Gleichung im all- 
gemeinen nicht erfiillt sein 'wird, so kann eine Entwicklung in 
der Form (l) in diesem Falle nicht stattfinden. Jedoch wird eine 
derartige Gleichung ermoglicht, wenn man noch einen Summanden 
vorschiebt, namlich setzt: 

00 

(7) f('X) + ^j &i Jo (#;i x ) - 

Multipliziert man diese Gleichung mit xJ^(^^x) und integriert, 
so ergibt sich aus (5) (6) und 17. (2 la) der Koeffizient a w , und 
multipliziert man mit x und integriert, so findet man aus (6): 

i i 

/- /* 

/ f(x) x dx = a 1 x dx . 
o o 

oder 

i 

a()= =; 2 j xf(x)dx. 
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Die Gleichung (7) geht genau in (1) iiber, wenn man dort die 
Summation mit Null statt mit Eins beginnt und unter & Q die erste 
Nullstelle von J"o(V), namlich die imNullpunkte gelegene, versteht. 

Audi in dem allgemeinen Falle, daB die GroBen #; Wurzeln 
der Gleichung 

(8) AJ (<e) + BxJ' (x) = 

sind, ist auf entsprechendem Wege die Koeffizientenbestimmung 
zu bewirken. Wenn a und /3 verschiedene Wurzeln von (8) be- 
deuten, so geht der Minuend der rechten Seite von 17. (2 la) far 
v = tiber in: 



und der Subtrahend erhalt denselben Wert, also wird die rechte 
Seite wieder Null. Aus 17. (2 2 a) ergibt sich: 



und hiermit sind die notigen Mittel zur Koeffizientenbestimmung 
von (l) gegeben. 

19. Darstellung der hypergeometrischen Beike diircli 
ein Integral mit Besselschen Funktionen. Es sei: 



f ^ ,. . . 

(1) 9(*)-J - ^- du, 

o 
so folgt mit Benutzuag roa 6. (4 a): 



/o\ rt r \ jl_ i w "l\^^J ^ - 

U 

Damit diese drei Integrale endlich sind, muB sein: 
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Aus der Differentialgleichung fur die Funktion J z (ux) ergibt 
sich vermittelst (l) bis (3): 



Durch partielle Integration findet man aus (2): 
, v-l 1 



entsprechend aus (3): 

00 

v 2 , 1 CdJux] J' 





nnd durch nochmalige partielle Integration: 

2 , v-2 fji(u*)f . 1 fJjiC^)^ , 

^ = _^ 9 j- I -^^ + -5 I - --^JL^, 

33 X */ U X tJ U 



woraus mit Benntzung von (6) folgt: 



Aus dieser Gleichung und aus (1) und (6) kann man mit 
Hilfe der B e s sel schen Differentialgleichung die Funktionen J^ und 
Jp eliminieren, dann entsteht: 



(7) a*<p" - (2 v - 3) x v ' + { (v - I) 2 - p } q> = - T 7 -^ du . 

J ' 

Durch Vergleiehung von (5) und (7) folgt: 



Setzt man hierin: 
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so findet man: 

x-(x* !),(," +{(2 A 



Setzt man sehlieBlieh: 

*-, 

so geht die letzte Gleichung tiber in: 
(8) 5 (-i)^"()+ j( A - J ,+ 2 ) 



Filhrt man Merin ein: 



ji/ = y a jS, 

so geht (8) in die Gleichung 1. (10) liber. 
Bezeicnnet man demnach: 



(9) 9 (, ft, y, *) 

so ist 

|^(, |5, y, ) 



wo A und J5 Konstanten sind, die noch ermittelt werden miissen. 
Um znr Bestimmung der Konstanten zu gelangen, gelte folgen- 
des. Man dividiere (9) durch x 7 " 1 nnd bestimme den Grenzwert 
fur x = 0; mittels 2. (7) erhS.lt man: 



und dies wird nach 17. (26): 



vorausgesetzt,jiaB das Integral tiberhaupt endlich ist. Vergleicht 
man diesen Wert mit (10), so sieht man, daB fiir y > 1 die Kon- 
stante B den Wert Null hat; dies gilt auch noch far y = 1, weil 
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alsdann das zweite Integral der hypergeometrischen Differential- 
gleichung fur x = logarithmiseh xmendlich wird. Fur x < 1 
erhalt man daher: 

(11) 9 ( a , (>, y, x) 



vorausgesetzt, daB nach 17. (26): 



1st. Die erste dieser Bedingungen kann wegen der Vertausch- 
barkeit yon a und /3 in der hypergeometrischen Eeihe stets als 
erftillt betrachtet werden. Von den anderen beiden Beschran- 
kungen kann man sich mit Hilfe gewisser Eelationen zwischen 
hypergeometrischen Eeihen, deren erste Elemente sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, befreien. Es bleibt nnr die fur die Endlich- 
keit der betrachteten Integrale notige Ungleichheitsbedingung (4) 
bestehen, die jetzt ubergeht in: 

a>0 und y a ft 1 > 0. 

Die letzte Ungleichheitsbedingung war notig, damit cp zweimal 
differenziiert werden konnte; es bleibt jedoch cp selbst endlich, so- 

bald nur . ^ r 

y a (3 + l>0 

1st; es lafit sich zeigen, daB auch hierfur noch der obige Wert YOU 
cp erhalten bleibt. 

1st x > 1 , so setze man x = -j- und u% == v in (9), so findet 

man durch (ll) den Wert von cp(a, /?, y, x) in diesem Falle. Man 
erhalt schlieBlich folgendes Ergebnis: 



(12) 



(13) 



2 y--/? r 
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wenn weder a /3 noch y 1 eine negative ganze Zahl 
und sowolil a als auch y cc + 1 groBer als Null ist. 
Fur a? bleibt (12) giiltig, mit Ausnahnie des Falles 

3 

y = 1 und zugleich a + /3 > 

Fur $ = 1 bleiben (12) und (13) in Geltung und gehen in- 
einander liter, sobald y a /5 > ist. Wenn aber y - a ft <^ 
ist, so wird im allgemeinen das Integral for x == 1 unendlick 
groB; nur wenn alsdann 

y a -f- ft = 2m 

ist, wo m eine positive oder negative ganze Zahl mit EinscbluB 
der Null bedentet, erhalt man: 



und fur y a j3 = 0: 
(15) 



Durcn Spezialisierung von a, /3 und y ergeben sich aus den 
Gieichungen (12) bis (15) eine groBe Zahl mehr oder minder in- 
teressanter Formeln. Als Beispiel setze man: 



so ergibt sich: 



fjr v (u) 

J 



1 r \ a ' 2 ' + ' 
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oder mit Benutzung von 1. (16) und (18): 

f 

rj v (u) cos ( 

(16) '- 



_ _ L__IWJ1 Hil ^j, 1 

v (2o;) T \2' 2 ' ^ ^'aj 8 



Im Falle #<! setze man x = sin go, dann erhalt man durch 
L (9): - ^ 

/ / rt ^- 

rf\ / - x^ w COS^qp f --;<? 

J v (u)coa(usm<p) -- ^- ( 2 

^ v \ v>o 



Ganz entsprechend liefert die Annahme: 

v + 1 fi v 1 3 

a = ___ 5 ^^ -- ^_^^ y=s ^. 

In Verbindung mit 1, (8): 

oc 

/7 f ft ^ ** 7i 

-r f N . / . N w^ smo>cp /--5^y = -o 

7;(M)sin(t*Bin<p) j^-" ( 2 - 



Setzt man in (17) 9 = 0, so erhalt man die Gleickung 17. (25), 
fur y = folgt aus (18): 

00 

(1 9) y / (w) 

\ 
wahrend ftir x ^ 1 sich ergibt : 

(20) 



sin (tc sin 9?) ~ 



IV. Abschnitt. 

Das Additions- und das Multiplikationstheorem 
der Besselschen Fnnttionen. 

20. Das Additionstheorena der Besselsckea Funk- 
tionen. Aus dem Taylorschen Satze erhalt man: 
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Durch Benntzung von 4. (9) findet man: 



Urn hierin die Summationsordnung so vertauschen zn konnen, da6 
die Besselsche Funktion vor die innere Summe tritt, muB man 
die rechte Seite in zwei TeUe fur gerade und ungerade 
Werte von p zerlegen , beachtet man ferner, daB man in der 
inneren Summe wegen der beiden Nennerfaktoren dem Buchstaben I 
die Werte von oo bis + oo erteilen darf, so findet man: 



, y 



W^hlt man in den beiden inneren Summen I $ statt I als 
Summationsbuchstaben und kehrt alsdann die Eeihenfolge der 
Summation en urn, so findet man: 

*,(* + y) - 



a- X7 r ^ 

t-^ ^r + 2 2-1 n(p + ^ 2J(jp - ^ + 1)"" 

As-oc # = 

Fur die negativen Werte von /I mit EinschluB der Null kann man 
in den inneren Summen die untere Grenze auf I erho'lien^ fur 
die positiven Werte von I groBer als Null kann diese untere Grenze 
auf I resp. /I 1 erhoht werden. Fuhrt man dementsprechend 
p + I oder p I resp. jp ^ + 1 als Summationsbuchstaben 
ein und ersetzt schlieBlich in den negativen Teilen I durch >L, 
so bekommt man: 
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/. = p = 



/ = 1 



Indem man nun wieder die entsprecbenden Teile mit geraden und 
ungeraden Werten von I zusammenfafit: 



Jv(x+y} -'^c-) 'c 



Nach 2. (7) sind die inneren Summen J^y), so daB man findet: 

(i) 



2=0 

Mit Benutzung von 3. (3) kann man diese Gleichung kiirzer 
schreiben: 

(2) 

Bei der Ableitung dieser Gleicbung wurde von Eigensehaften der 
Besselscben Funktionen nur die Formel 4. (9) benutzt, die ebenso 
fur die Funktionen zweiter Art gilt 5 demnach erhalt man ebenso: 

(3) T v (x + y] - J- 

,1 = 

SchaflieitliiL, Die Besselschen Fuaktionen. 
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oder 
(4) 



Die Gleichungen (2) und (4) werden als die Additions- 
theoreme dsr Besselschen Funktionen bezeichnet. 

Um nun fiber die Konvergenz der gewonnenen Eeilien zu ent- 
scheiden, hat man die Werte zu ermitteln, die die Besselsclien 
Funktionen annehmenj wenn der Parameter in positivein oder 
negativem Sinne iiber alle Grenzen w&chst, oder anders ausgedruckt, 
wenn das Argument im Vergleich znni Parameter selir klein wird. 

V 

Die Definition 2. (7) zeigt, da6 alsdann JJx) gegen - kon- 

% v Uv 

vergiert. Bricht man daher die zweite Summe in (l) bei einem 
gewissen groBen Werte I = ^ ab, so wird der Kest gegen 



ist: 



Der Ausdruck unter dem Summenzeichen stimmt iiberein mit dem 
der Besselschen Funktion J v (^fxy}, und es kon vergiert daher der 
Eest E^ mit wachsendem A a gegen Null. Entsprechend erhalt 

man fur den Eest R' der erst en Eeihe: 

^i 



Diese Eeihe stimmt mit der binomischen Eeihe fur (l V 

\ x) 
tzberein; es wird daher E^ gegen Null konvergieren , sobald der 

absolute Betrag von y kleiner oder gleich dem von x ist nnter 
der Voraussetzung, daS v eine positive Zahl ist. 

Die erhaltene Entwicldung (l) ist also konvergent, sobald 
1^1^1*1 ^ s "^5 wenn aber im speziellen v eine positive ganze Zahl 
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1st, so 1st wegen 3. (3) diese Entwicklung fiir alle Werte von 
x nnd y konvergent. 

Fiir v = erhalt man im speziellen: 

(5) J,(x + y} = J.(x) J,(y) + 2 J>(- 



(6) r c (* + y) - r 
und fiir v = 1 : 

(7) J,(x + y) = J, 



(8) Ii(* + y) - - r o J (y) + 2 -(- l)*-ir/ 

^ = 1 

21. Das MultiplikationstlieoreirL der Besselschen Funk- 
tionen. Aus der Definitionsgleichung 2. (7) erhalt man: 



(iC \ v 
j , so findet man: 



Durch Benutzung von 15. (9) ergibt sich hieraus: 



Setzt man in der inneren Snmme K an Stelle von n + ^, so wird: 
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Durch. Yertauschung der Summationsordnung folgt: 

fxy r 
(T) * 



I = y. = 



oder: 
(1) 



Diese Grleiehung kann man als das Multiplikations- 
theorem der Besselschen Funktionen erster Art be- 
zeiclinen. 

Durch Benutzung yon 4. (6) laBt sich (l) in eine ganz 
andere Form bringen. Es ergibt sich: 



x: 



Der^Faktor von y v J v (x) 1^6t sicli durch Vertauschung der 
Summationsordnung in die Form bringen: * 



JTX JT(V + -" 
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Setzt man in der inneren Summe A statt 1 2x, so wird sie: 



nach 1. (25). G-anz ebenso lafit sich der Eaktor von y v J v _- L (x} 
behandeln; wenn man die gefundenen Werte oben einsetzt, fmdet 
man: 



(2) 

-*- + ', + - 



Wegen der mannigfachen Transformationen, die zwischen hyper- 
geometrischen Eeihen bestehen, laBt die rechte Seite sich in viele 
andere Eormen bringen. Man kann ferner nur mit Zuhilfenahme 
der in 4. zusammengestellten Eekursions- und Differentialformeln 
zeigen, daB die rechte Seite in (2) der Besselschen Differential- 
gleichung geniigt. Es wird daher auch diejenige Eunktion, welche 
man erhalt, wenn man T v und Y v _ l an Stelle von J v und J' v ^ l 
auf der rechten Seite schreibt, eine Losung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung sein; dadurch, daB man schlieBlich ^ = 1 setzt, 
findet man, daB dies die Losung 7 v (xy) ist. Also erhalt man 
eine neue richtige Gleichung, wenn man uberall in (2) statt der 
Funktionen erster diejenigen zweiter Art einfuhrt. 

Multipliziert man (2) mit Y v _ l (x) und die Gleichung, die 
aus (2) durch Einfuhrung der Besselschen Eunktionen zweiter 
Art entsteht, mit J~ r-1 (V) und subtrahiert die erste von der 
zweiten Gleichung, so folgt: 

(3) r,(*s 

/\ 2 *(1 

, <T- V ( 

x = 



-= -2(~ 1 )' (T)" 
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und zwar mit Hilfe von IB. (4). Ganz ahnlich erhS.lt man: 

(4) 



Es laBt sich noch eine andere Form des Multiplikations- 
theorems finden. 
Benutzt man in: 



die Gleichung 15. (l) ; so erhalt man: 



v + 2 x 



(*) 



Auf eine Art, die schon mehrfach in ahnlichen Fallen benutzt 
worden ist, ergibt sich hieraus: 



X > - 



IT^ IT(3C + V) 



also nach 1. (25): 
(5) Z 



Speziell fur v = und 1 : 



(5 a) 
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Da die hier auftretenden hypergeometrischen Reihen ganze Funk- 
tionen (A) -ten Grades von y 2 sind, so sind diese Formeln, ebenso 
wie Gleicliung (l), fur jeden Wert von # direkt zu benutzen. 
Sie koniien beispielsweise dazu verwendet werden, um die Funk- 
tion J v fur gebrochene Werte des Arguments zu berechnen, wenn 
sie fur ganzzahlige Werte x bekannt ist. 



V. Abschnitt. 

Verlauf mid GrOfie der Besselschen Funktioiieii fiir gewisse 
Werte des Arguments und Parameters. 

22. Die Punktionen J. und 3T, . In den folgenden Num- 

i j 

mern soil versucht werden, nach Moglichkeit ein Bild zu ,ge- 

winnen von dem Verlaufe und der ungelahren GroBe der Bessel- 
schen Funktionen. Hierbei hat man naturlich wesentlich zu unter- 
scheiden, ob das Argument x reelle oder komplexe Werte be- 
sitzt^ der erste Fall ist der wichtigste und zugleich einfachste, 
weil hierbei das Argument eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Werten zu durchlaufen hat. Neben diesem Hauptfall 
sollen von den unzahlig vielen anderen Fallen nur zwei der Be^ 
trachtung unterworfen werden, namlich erstens der Fall, daB das 
Argument rein-imaginare Werte besitzt oder, anders ausgedruckt, 
die imaginare Achse der Zahlenebene durchlauft, und zweitens der, 
daB der reelle gleich dem imaginaren Bestandteil des Arguments 
ist, oder daB dieses die Halbierungslinie des Winkels der reellen 
und imaginaren Achse durchlauft. 

Um die Vorstellungen zu klaren und an Bekannte.s 
kntipfen, werden zunachst die Funktionen 



(1) ^(>)=]sin* und Y^ 

betrachtet. 

Gibt man in diesen Funktionen dem Argumente x positive 
reelle Werte, so erhalt wegen der Quadratwurzel jede Funktion 
zwei reelle Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheidenj 
Denkt man sich das Argument als Abszisse, die zugehorigen 
Funktionswerte als Ordinaten gezeichnet, so werden die, beiden 
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Kurven, die den beiden Yorzeicben der Quadratwurzel entsprecben, 
synimetriscb gegen die Abszissenacb.se liegen. Man wird daber ein 
.vollig klares 'Bild des Verlaufs der Funktion baben, wenn man 
rnir die eine Kurve, z. B. die zuin positiven Werte der Quadrat- 
wurzel geborige, genau verfolgen kann. Unter dieser Annabme 
erkennt man aus (l) nnd den bekannten Eigenscbaften der tri- 

gonometriscben Fnnktionen, daB / 1 f ur x den Wert Null bat 

% 

und mit wacbsendem % zunacbst positive Werte annimmt, fur 
x ===== 7t aber wieder Null wird, dann negative Werte erb&lt, bei 
x = 2% abermals verscbwindet usw. Geometriscb wird J, durcb 

. 
eine Wellenlinie dargestellt werden, deren Knoten in den Punkten 

# = 0, #, -2n?, ... usw. liegen. Diese Wellenlinie unterscbeidet 
sicb aber von der gewobnlicben Sinuslinie wesentlicb dadurcb, daB 
die Amplituden der einzelnen Scbwingungen fortwabrend ab- 
nebmen, so daB diese allmablicb abklingen, wie dies in der Figur 1 
der Tafel, die am Ende dieses Buches sicb befindet, veranscbaulicbt 
wird. Aus (l) folgt: 

,y. r f -| / 2 2 x cos x sin # 

W J $ ~~ V xx * 2^ 

Die Nullstellen dieser Funktion liefern , die Maximal- bzw. 

Minimalwerte von J, , d. b, die Stellen grb'Bter Abweicbung von 

g- 

der Abszissenacbse. 
Die Gleicbung 

(3) 2#cos# sinx = 

besitzt nur solcbe Wurzeln, wofiir coso? und sina? gleicbe Yor- 
zeicben baben, d. b die Wurzeln liegen zwiscben "kit und (k + -J)^ 
wo ^ eine beliebige positive Zabl mit EinscbluB der Null bedeutet. 
Die erste Wurzel x = von (3) kommt nicbt in Betracbt, weil 
bierfiir J"' unendlicb groB wird; aus (3) folgt: 

A 

tgo? ===== %x. 

Da die recbte Seite mit wacbsendem x stetig zunimmt, die liuke 
Seite aber in den ungeraden Quadranten periodisch die positiven 
Werte von bis oo annimmt , so wird in jedem spateren Qua- 
dranten der Wurzelwert der Gleicbung naber an die obere Grenze 
des Quadranten beranriicken. Daraus erkennt man, daB die bocbsten 
nnd tiefsten Stellen der Wellenberge unserer Kurve etwas vor der 
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'Mitte zwischen den Knotenpunkten sich befinden, aber dieser Mitte 
mehr und mehr mit wachsendem % zustreben, oline sie je ganz zu 
erreichen. 

Ahnliche Betrachtungen tiber Y^ und dessen Ableitung: 

"2" 

2 x sin a; cos# 



-i/ 2 
V ax 



fuhren zu folgenden Ergebnissen. 

Fiir x = wird Y. unendlich wie = und wird fur kleine 
positive Werte von x zunSchst positive sehr groBe Werte besitzen, 
mit wachsendem x aber vorlaufig abnehmen, fur x = -~ die erste 

i 

Nullstelle besitzen, alsdann ins negative Gebiet eintreten, bei 
x = -f it abermals verschwinden und nun in &hnlicher Weise wie 
J" A in Schwingungen mit allmahlich abnehmender Amplitude ver- 

laufen, die also ahnlich abklingen wie die Schwingungen von J i ; 
die betreffende Kurve ist ebenfalls in Fig. 1 gezeichnet. 

Zwischen und % erreicht Y. ein erstes Minimum, die fol- 

i Try 

genden hochsten und tiefsten Stellen der Wellenberge liegen wieder 
stets etwas vor der Mitte zwischen den Knotenpunkten und streben 
mit wachsendem x mehr und mehr dieser Mitte zu. Der absolute 
Wert beider Funktionen ist stets kleiner oder hochstens gleich 

dem von T/ , d. h. es befinden sich die Funktionswerte stets 

zwischen den beiden gegen die Abszissenachse symmetrischen 

2 
Zweigen der Kurve lit. Ordnung xy 2 = , die in Fig. 1 durch 

die gestrichelte Linie angedeutet ist. Wahrend fur Y. diese 

2 

Funktion "]/ als obere Grenze fiir alle positiven reellen Werte 

r MX 

von x betrachtet werden kann, bleibt natiirlich J. fur x < -^ er- 

i" 
heblich unter dem Werte dieser Funktion. 

Ist x eine negative reelle Zahl, x = #', so wird: 
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die Funktionen werden also rein imaginar, unterscbeiden sieli aber 
von den eben betrachteten Werten nur durch den Paktor T i, so 
daB iiber ibren Verlauf nichts weiter zu sagen ist. 

1st aber x eine rein-imaginare Zahl, x ~ ir, so wird das 
Bild ein ganz anderes. In diesem Falle wird: 

r - sin (ir) 

V / 



Nun ist: 



so daB man erhalt: 



J" t nimmt also komplexe Werte an, so daB die reellen nnd 

j: 
imaginaren Teile gleiche Zablenwerte haben. 

Setzt man zur Abkxirzung: 



(6) ^W- 

so daB also: 

(7) / i (-) = (l+OV-) 

wird, so ist 1^ eine Eunktion , die fiir r = verschwindet und 



fur positive Werte von r selbst positiv ist und stets zunimmt. 
Denn es ist: 



Der Zabler dieses Bruches wird niemals Null; fiir 2r> 1 ist 
dieses ohne weiteres klar; fur einen bestinunten "Wert von 2r < 1 
muBte sein: 



Die eiazelnen Glieder dieser Keihe sind aber vom zweiten an- 
fangend groBer als die entsprecbenden der Exponentialreihe, so 
daB die Gleichung nie besteben kann. 
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Wachst r unbegrenzt, so nimmt aucli I, unendlich groBe 
Werte an. ~ 

Ahnlich ergibt sich: 



Setzt man: 

(9) V ) ~ 

so wird: 

(10) r^irO-ci-o^Cr). 

Fiir rein -imagin are Werte des Arguments wird demnach Y. 



komplex, und zwar so, daB die reellen und imaginaren Teile ent- 
gegengesetzt gleiche Zahlenwerte haben, Fiir r = wird L, wie 

1 . . ^. 

pr unendlich, fur positive Werte von r nimmt JC^ selbst positive 
1/Y T 

Werte an, und zwar nimmt Z, mit wachsendem r zunachst ab. 
Es ist: * 

(2r "" r 

jty. (7 ) = 

f 
Fiir denjenigen Wert von r, wofur: 

*r ^' 

6 "" 



2r - 1 

1st, besitzt i ein Minimum ; es findet dies statt for r = 0,7 7 1 7 * . 

Y 

Von diesem Werte an wachst L. unbegrenzt und wird fur unend- 

a 

lich grofie Werte von r selbst unendlich. 

Wahrend fiir reelle unendlich grofie Werte des Arguments 
beide Besselsche Funktionen verschwinden, werden fur rein-imagi- 
nare, unendlich groBe Werte beide Funktionen unendlich groB. 
Aber auch in diesem Falle laBt sich eine Losung der Besselschen 
Differentialgleichung finden, die im Unendlichen verschwin- 
det. Zu diesem Zweck hat man J\ und Y. mit solchen Faktoren 

Y -J 
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zu multiplizieren und zu addieren, daB dabei die Fimktion e r fort- 
fa 1 lit; man findet so die Funktion: 

(ii) (i + or 4 -(i-o^ 

die naturlieh noeb mit einem willkurlicben konstanten Faktor 
multipliziert werden kann. 

1st schlieBlicb x eine beliebige komplexe Zahl, so kann sie 
stets in die Form % = (r, O 1 ) = r (cos O + i sin -9 1 ) gebracht werden. 
Liegt a; anf der Halbiernngslinie des Winkels beider Achsen, so 

hat man # = -- zu setzen; dieser Fall soil als Beispiel fiir den 



allgemeinen Fall dienen. Es ist: 

\ i/ 2 / & 

-. T) = V 5F ( cos T 



. . . T . 

+ ' sin sm 



T / jt . . 

cos ^ _ ^, sm 

\ 8 



/ . r ir , r r 

' (Sin-rr- ' eOS~7ir + COS rr Sin -7=- 

\ 1/2 ys /i ya 



^ 

X 



X sin (c 

y v 



(12) 
- 



Hier erhalt man fur J, komplexe Zahlen, deren reelle und 

f- 

imaginare Bestandteile vollig verschieden sind. Fur r = wird 
J. ( , -j-J = , fiir unendlich groB'e r wird aucb. J. unendlich 

groJB; fur gewisse Werte von r kann der reelle, fur andere der 
imaginare Bestandteil verschwinden; zugleicb aber konnen beide 
nicbt verscbwinden, denn sin x bat keine komplexen Wurzeln. 
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Fur die Besselsche Funktion z welter Art ergibt sick: 

_ f r r 

* I/ 2 J / r i n \ VZ i f r rt\ "j/^ 

== -r- I/ i cos ('-= + -5- K^ + cos ~- JL e r2 
2 r *r [ \-j/2 ' 8/ ~ Yj/2 2/ 

.[ . (r n\ y~ . [r it\ 
d sm(- 7 r4--n-K y2 sm ~ ; _ -5- 

L \/i 8 / \/2 8 / 



Es lafit sich. leiclit zeigen, daB aus beiden Furiktioneii eine 
neue gebildet werden kann, die im Unendlichen verschwindet, 

namlich i-J.+Y.. 
i i 
23. Die Funktionen J" und Y Q fiir positive reelle Werte 

des Arguments. Aus den Eeihen 2. (7 a) und (7b): 
(1) J^ (a?) 1 - + T 7T6 ^ 



2 .4-6.4- 6-8 j 

erkennt man, daB J (0) = 1 und daB fur x ^ 2 die Eeihe 
positiv ist, weil, wenn man in der Reihe ftir / je zwei auf- 
einanderfolgende Grlieder zu einem Gliede vereinigt, die neue Ent- 
wicklung nur positive Glieder enthalt. Aus der zweiten Eeilie 
erkennt man, daB J" (^) f& r Werte von x : die kleiner als %y% 
sind, mit wachsendem x abnimmt. G-enaueres tiber den Yerlauf 
von J (#) lS.Bt sich aber aus 11. (4) ablesen; diese Grleichung 
geht ftir v = tiber in: 






Alle im Integranden auftretenden Funktionen sind positiv mit 
Ausnahme der Funktion sin. ( x -f- -5-) , die sowohl positive als nega- 

tive Werte annehmen kann. Ist x fJ-fflS so ist daher das Inte- 
gral positiv; ist dagegen x > TC, aber x <I If jc, so ist der Sinus 
negativ d. n. Jo(o3) negativ. Es liegt also die erste Nullstelle 
von /^ zwischen x = f?c und # = . 
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Setzt man allgemein: 

x (k + 5) TE , 

wo & eine positive ganze Zahl mit EinscMuB der Null und s einen 
positiven echten Bruch bedeutet, so wird: 



(4) 
V ; 



o 

1st s <^ -f-, so wird J" positiv sein, wenn Jc gerade 1st, nnd negativ, 
wenn Jc uBgerade 1st; ein Zeichenwechsel d. h. eine Nullstelle von 
J$(M) kann nur eintreten, wenn s zwischen -| und 1 liegt. Dieses 
Intervall laflt sicb aber noch verengern. 
Setzt man 



wo /<C 1 1st, so wird: 





r t^ i / , ) 

/ sin( T + T w + T 
/ ^ 

/ 5^vs^r~ 



8 s' 

sin I -~- n + ' n -4- ~ - 



sin o cos co 



/ . /% B C0\ 

/ sm it 1 

f \ 4 4 2 / 

(tC\ / xtfc * ZJL./j-SoJcotga;, 

(*JJ ~~~~ f "::'.:T:' o (/> 

/ sin co y cos GO 

.'* 
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Jedes dieser beiden Integrale ist positiv; bezeiclmet man das 
erste zur Abktirzung mit <p, das zweite mit i/; ; so ist: 



sin (1 e') sin (1 s ') - / ^ 2a! co t gco 

00 < r-r^: / 7-5 d(X) 



(6) 



sin (1 e] T sin (1 x ) --- 




Ferner ist: 



wo der im Nenner stehende Ausdruck den groBten Wert der ein- 
geklammerten Pnnktion im Intervall von bis bedeutet. Der 
nach co genommene Differentialquotient von cos o> ]/sina> e 2ajtgft) ist: 

(4 a; sin 2 oo) sin to + cos s to ^ xiga) f 

-~~' : ' " ,":;:::::;: ; ~ ' 6 ^ 

2 cos co y sin co 

er ist also positiv, sobald x > |- ist. Da diese Bedingung scbon 
far die erste Nullstelle (x > f TC) erfullt ist, so nimmt die obige 

Funktion im Intervall bis -j~ bestandig zu und erreicht dem- 
nach an der oberen Grenze den groBten Wert. Es wird also: 
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(/ 
1 COS - j 

CO 

(7) 



, 



7t 

COS -2- 



. . , a 
4 sin- 
o 



COS ----- 



Befindet sich #=&+'" jtvor einer Nullstelle von 



so 1st <p ty positiv; liegt aber x nack einer Nullstelle, so 1st 
y ip negativ. Aus den eben berechneten Werten ergibt sich, 
daB diese Differenz sicner negativ ist, wenn: 



. . o 7t . . . ,. 7t 8 It 

4 sm - - - sm(l s) -cos - 



cos - 



ist, oder wenn: 

/-, A ft Q 

sin (1 s ) - cos 2 
(8) .> -- 



Pruft man diese Ungleichheit auf ihre Richtigkeit fur s' = -J-, so 
nimmt die rechte Seite den Wert an: 

71 a ft , ?t o 7Z o TC 

sin--- cos 2 - cotg cos 2 cos~~ 



ISTun ist ts 1 ~r > 77;, demnacli wird der Bruck kleiner als , Die 
lo ID w 

2 
Ungleichheit x > ist aber fur die erste, also auch fur alle 

folgenden Nullstellen erfullt; folglieh erhalt man den Satz: 

Die positiven reellen ISTullstellen von J Q (x) liegen 

zwischen (^ + -1)^ un( i (& + "J) 7 *? wo ^ a ^ e ganzzahligen 

Werte mit EinschluB der Null durchl&uft. 

Hieraus erkennt man, daB die Kurve, die J Q (%) darstellt und 

die in Fig. 2 gezeichnet ist, Ehnliche Wellenform besitzen wird 
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wie J"i (#) Wahrend aber bei J* die Knotendistanz stets yt be- 
tragt, ist sie bei J" variabel, und zwar kleiner als TC. 

Es sei, um dies zu zeigen, = (k H -- "47 ^ e j ne "Wurzei 

yon. e/" (aj) = 0, so ist fur JCTC < % < | der Wert von ( l) A J" (o?) 
positiy; iiberschreitet x den "Wert |, so wird dieser Ausdruck 
negatiy. Wenn ( I)*e7" ( + it) wieder positiv ist, so ist die 
obige Behauptnng richtig. Nun ist nach (5) fur diesen Wert 
von s r : 



/ 
. 
si 



. 

sin 



/* ^ 

/ . /S 7T 0) \ 

/ sin ( j 

. I* **. 



und: 



id + 




_ _ 
sin co ]/co sco 



Nun ist sofort ersichtlicL, daB das erste Integral der letzten 
Grleickung gr86er ist als: 

fi'TT 




cos oo ysin to 
o 

Sch.afb.eitlin,*I)ie Besselschen IPunktionen. 
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und das zweite kieiner als: 



u-of 



/* , 

. i it rt 
^lZ^ 
sin co I/ cos 





und diese beiden Ausdrticke sind nach (9) einander gleich, somit 
1st ( l)*t7" ( + ^) positiv. 

Aus (8) sieht man, daB s r um so kieiner gewahlt werden 
kann, je grdBer x 1st; es werden. also die hoheren Nullstellen 
immer naher an (k -f- |-) % heranriicken , jedoch so , daB die 
Wnrzeldifferenz stets kieiner als TC bleibt. 

Genau die entspreehenden Betrachtungen lassen sich an die 
aus 11, (5) folgende Gleichung: 



(ro) r (a) = 



ankniipfen, und man erhalt: 

Fill' sehr kleine positive Werte des Arguments hat Y (x) sehr 
groBe positive Werte nnd nimmt ab; die erste Nullstelle liegt 

zwischen a? == -j- und a; = . Die Kurve, die Y (x) darstellt, 

nimmt nun einen ahnlichen , wellenformigen Yerlauf wie die von 
J" (#), und zwar verschlingen sieh beide Kurven in ahnlicher 
"Weise wie die Sinus- und Kosinuslinie und wie es in Fig. 2 zu 
erkennen ist. Die reellen positiven Nullstellen von F (#) 
liegen zwischen (k + f)tn; und (k + -f)si?, wo Ik alle ganz- 
zaliligen Werte mit EinschluB der Null durchlauft Der 
Unterschied zweier aufeinanderfolgenden Nullstellen 
ist kieiner als TT, konvergiert aber mit wachsendem 7c 
gegen jt. 

Aus U. (4) und (5) findet man fur den absoluten Wert B 
yon J v sowohl als auch von Y v die Ungleiehung: 
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Setzt man nun: 

2iT COtg ro = M, 

so geht diese Ungleichimg iiber in: 



n < _. - - ^ e - M ^4^ 4. 

v y % n(v ^ a v - l x v " 



1st v < -|-, so ist der Exponent des letzten Faktors negativ, es 
wird also sein Wert mit wachsendem u abnehmen und fur u = 
am groBten sein; daher wird: 



Das hier auffcretende Integral ist nach 1, (28) gleieh 17 (v -J-), 
so daB man erhltlt: 



Hietaus fblgt, daB sowohl 7" als auch Y Q far positive reelle 
Werte des Arguments zwischen den beiden Zweigen der schon in 

2 

22. erw&nnten Kurve ^w 2 * verlaufen. 

yt 

24. Die Fnnktionen / und Y Q fiir negative reelle 
Werte des Arguments. Aus 2. (7) folgt: 

(i) ^ (-*)-Jo(*); 

d. h. / hat fttr negative Werte des Arguments dieselbe GroBe 
wie far positive; aus 12. (6 a) folgt aber: 

(2) T (- x) = Y (x) - 
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well bekanntlich 

log ( #) = log x -f log ( 1) = log x + (2k + 1} ni 
ist. 

Hierin tritt die unbestmrmte ganze Zahl Js auf, woraus her- 
vorgeht, daB Y Q und ebenso T n nicht eine eindeutige, sondern 
eine unendlich vieldeutige Funktion 1st wegen des Logaiithmus, 
der darin auftritt. Mit demselben Bechte wie die bisher be- 
trachtete Funfction J , die fur positive reelle Werte yon x selbst 
reell war, hatte man auch eine Funktion J" wahlen konnen ? die 
komplexe Werte for positive reelle Werte von x annimmt; nara- 
lich eine Funktion, die von nnserer Funktion um beliebige ganz- 
zahlige Vielfaehe von M J Q sicli nnterscheidet. 

Derjenige Wert von ]T , der for positive reelle Werte von x 
selbst reell 1st, heiBt der Hauptwert von Y ; von ihm allein ist 
bisher die Rede gewesen, und auch spater wird unter T immer 
der Hauptwert dieser Funktion gemeint. 

r o ( a?) nnterseheidet sich nach (2) von dem entsprechenden 
Werte fiir positives Argument um eiri ungerades Vielfaches von 
2i ^0(^)5 a ^ s ei^fachsten Wert dieser vieldeutigen Funktion kann 
man whlen: 

(3) r (-*)-r ()-2ij (*), 

wo unter Y der Hauptwert zu verstehen ist. Man erkennt-hierans, 
daB fiir negative reelle Werte des Arguments die Funktion T 
komplex wird und daB der reelle imd imaginare Bestandteil nach 
(3) in einfachster Weise aus den Funktionen T und J" erhalten 
wird. Nur an den Nullstellen von e7" (^) wird die Funktion 
Y ( a?) reell ; an denen von !T (a?) wird sie rein-imaginar. Null- 
stellen besitzt r o ( a?) nicht, da J" und T nienaals gleichzeitig 
verschwinden. 

25. Die Funktionen J und Y far rein-imaginare Werte 

des Arguments. Wie der Yerlauf der Funktionen J". und Y, 

T i 

fur rein-imaginare Werte des Arguments vollig verschieden ist 
von dem fiir reelle Arguments, so auch bei den Funktionen / 
uad r o . 

Zunachst erkennt man aus der Definitionsgleichung 2. (7): 



mnv 



J (( fur rein-iinaginare Argumente. 10] 



da6 J" (/;r) erne positive reilee Grb'Be -^ r ) * s ^ c ^ e In ^ wacbsen- 
dem iV wfichst. 

Aus 6. (13) folgt: 



, 
dn 

i-u* 



i r *-* . i v r e~* , 

I -_^__=-i. tftt= -f* I r^r-rr-^t;. 

^J y'l?6 2 J yj,.^ 



Aus diesen Integralen ergibt sich leicht: 



d. h. mit waehsendem x nimmt / (ix) ahnlieh wie die Exponential- 
funktion zu. 

Zwischen J Q (ix) tmd den Funktionen mit reellena Argument 
bestehen einige Eelationen. Aus 21. (l) folgt ftir y i und 

v 0: 

(3) I ( 
und aus 21. (5 a): 

cc 

(4) J (0) - 7 U) + 2^ /^U) - JF(A, - A, 1, - 1). 

JLal 

Sind die Werte der Funktionen Jg^ bekannt, so kann man mit 
der letzten Formel die Funktion / (^) fiir nicht zu groBe Werte 
von & ziemlich bequem berechnen, wenn 



bekannt 1st. 

Ftir diese Zahlen gilt die Rekursionsformel : 



Die Werte fur A 1 bis 10 sind in folgender Tabelle 
sammengestellt: 
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I 


a. 


1 


2 


2 


8 


3 


38 


4 


192 


5 


1002 


6 


5336 


7 


28814 


8 


157184 


9 


864146 


10 


4780008 



Aus 12. (6 a) folgt: 



fur den Hauptwert von T Q (ix) 1st nun 

log / = * -| , 
also findet man: 



Hieraus erkennt man, daB die Besselscbe Funktion zweiter 
Art, abgesehen von dem ( *)-fachen der Besselschen Funktion 
erster Art, auch eine reelle Gro'Be ist. Nach 16. (7 a) kann man (5) 
schreiben : 



(6) !.(,*) - 

wenn man setzt: 



(-1)' /(*) 



es bedeutet dann JT 2 ^(^) eine positive Gr5Be. 

Das Integral, das in 11. fur T v gefunden wurde, kann fur 
rein-imaginare Werte des Arguments nicht benutzt werden, da es 



Y fiir rein-imagin&re Argumente. 103 

nur unter der Voraussetzung gilt, daB x einen positiven reellen 
Bestandteil hat. Aber der Weg, der in 10. zu diesen Eormeln 
fiihrte, wird auch hier erne Integralformel fur Y Q (ix) lief em. 
Dort hatte man gefunden, daB das Integral 



(7) y x r e+** r v*Y " "2" e 

eine Losung der Besselsclien Didfferent.ialgleich.ung ist, wenn die 
Grenzen des Integrals Null, Eins oder eine Nullstelle von e- 2rex 
sind. Ist nun x auf der positiven Halfte der imaginaren Achse 
gelegen, so kann als Grenze ^ oo gewiihlt werden, je nacli dent 
Vorzeichen von ix. Man erhalt so fur v = die Losungen: 



C e~^ 7 C e*~ u * 

it = e v I d'V = f -== 

Jl J vv v* J ]/i 1 8 





und 

^2 





C e 9 "* 

== e~ x I _ .-_ ef'i 1 

J ye--r a 

00 

00 

C e" 2|faf 

= $"6""* I __.^_^e 
,/ y^ + r 2 

00 

C e ~" x * 

= t, / ; __^_. rt U . 
J T/M 3 -1 



Nun ist: 

-M 



r e-** r *-* 7 

y\ *** / y -- -I d / I -- :- tf?/, 
J 1/1 ti* J l/tt s 1 

-1 r 1 r 

also nach (2): 

yi-w-Jo^+ft- 



Es laflt sicht nun zeigen, daB iy^ + \Qg% fur 53 = einen end- 
lichen Wert besitzt, den man folgendermaBen findet. Es ist: 
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/fT" ux r / 1 i 
du+ e- x (~~ 7 4=-~-~ 
u J \i/5*irT M 

i i 

00 00 

/*-M* r i i i 

^-7-^ + / e- "*(-=== -- 
* + ! J VT/V-I 



Ferner 1st: 


Durch Addition erhalt man: 



f I e~~ u e~ u 

log x = I \ -- , -, 

5 J I u u(u-\ 
o 

00 

+ e* fe- M * 

^ J 



~ ux } 



Setzt man nun re == 0, so wird das erste Integral rechts nach 
einer Formel von Dirichlet*) tibergehen in ^F(O), das zweite aber 
wird log 2. Denn es ist: 



LaBt man Merin a ins Unendliche wacbsen, so erhalt man den 
angegebenen Wert. Also wird 



log 2, 
oder es nahert sich *^ 2 , wenn x verschwindet, dem Werte 



*) Sur les integrates Etil^riennes, Crelle Jonrn., Bd. 15. 
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Das allgemeine Integral der Bess el schen Biff erentialgleichung 
Q nahert sich aber naeh (l) und (5) dem Werte: 



__ 



also ist i - y^ dasjenige Integral, woflir 
1st, d. h. 

7 

oder: 



Bezeichnet man den reellen Bestandteil von Y (/o?) mit 
so hat man aus (5), (6) tmd (8) die Beziehungen: 



2 r *- 2 

- -e- C / r 

* J ?,- 



Aus der letzten Gleiclating erkennt man, daB L Q (x) stets posi- 
tiv ist; fiihrt naan^im letzten Integral %u% als neue Integrations- 
variable ein T so findet man: 



(10) 





und laBt man % imbegrenzt wachsen, so folgt: 
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Wahrend also J (V) mit wachsendem x unbegrenzt wachst, wird 



mit unbegrenzt wachsendem x gegen Null konyergieren, Es be- 
ginnt jk (V) fur x = mit unendlich groBen Werten und nimmt 
bestandig ab, und zwar 1st stets 



Es sei nock erw&hnt, daB aus (10) sieh eine nacli fallenden 
Potenzen von x fortschreitende, semikonvergente Reihe ableiten 



laflt; man findet Shnlicli wie in 14.: 



fi 



8# ' 2! \8#/ 3! \8,7 

bricht man diese Eeihe beini n-ien Gliede ab, so ist der Fehler 
kleiner, als d|ts (n + l)-te Grlied sein wiirde. 

26. Die Funktionen J" und Y fiir x = ^, ^\. Wftlilt 
man a? auf der Halbierungslinie des Winkels der positiyen reellen und 
imaginaren Achse, setzt man also x = Q (cos -+ i sin--) =* ^ V^ 
so ergibt sich aus 2, (7): 



^ 7T(2Z+ 1)71(2^4-1) 


Es wird also in diesem Palle / eine komplexe Zahl, deren 
beide Bestandteile aus (l) sich leicht berechnen lassen, sobald ^ 
nieht zu groBe Werte annimmt. 

Aus 12. (6 a) folgt: 



] log!) 



(2) 

,*} 



mm\t 



Reihen fur J (<?]/?) mid r o (e]A")- 
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Meraus erlialt man fur den Hauptwert von T" durca Trennung 
des Eeellen vom Imaginaren: 



___ 

IT (-2 i + 1)11(21 + 1) 



Auf ahnlichem Wege wie in 25, lassen sich auch. aier Inte- 
graie finden fur beide Funktionen. Es 1st: 



(4) 

V ^ 



r <>^ x * 

* / - ^= 

,/ T/i?-t; a 



eine Losung der B e s s e 1 schen Differentialgleichung fur v = 0, wenn 
der Integrationsweg ftir v so gewaklt wird, daB e^ ixv im Unend- 
lichen verschwindet. 1st nun 



(cos $ 



sin ' 



so wird dieser Zweck erreicht, wenn man einfiihrt: 
(5) ^ ^ w (sin & + icosti), 

wobei u sS-mtliche positive reelle Werte zu durchlaufen hat. Wahlt 
man in (4) und (5) zunachst das obere Zeichen, so findet man: 



u 



,-- f,_ _____ J s ^ii 

J ]/^y^^ + wcos 
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Setzt man nun: 

cos (00 #) 

- ..... - ________ - 



so wird: 



sin # + u cos 2 # = -. { sin# sin 00 + cos (co #)(2 cos 2 ^ 1) } 

-. { 2 cos 2 # cos(oo #) cos-O- cosca } 

[cosco-j-cos(co 2^) eosco} 



Bin co 

cos-fr 
sin co 



ferner: 

. 
cos -8 1 ?< sin 

und: 



Punrt man in dem Faktor vor dem Integral x = (@, -0-) ein, so 
findet man: 



/ . f'/(D \ /CO \ } 

ycos -0- 1 cos ( -- -0- ) i sin ( -r -- # ) f 
_ __J_. ^ 2 / ___ _ V 2 _ XJ. 
sin co ]/cos (oo ^5 

o 
X (sin # + i cos #) e"" 2 < jcos ^ cot ^ a ' do 



UL ^ + COB 



.. ____ 
sin co y cos (o &) 



oder, wenn man den reellen Teil ^ cos # der komplexen ZaM x 
mr Abktirziiiig mit bezeichnet, so wird: 
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(7) 
v y 



= Vcos#e-^7 Lz 

/ sin ro y cos (<B #) 



Ahnlich ergibt sieh bei Wahl des iinteren Zeichens aus (4) 
und (5): 



k /* , 4 ) . . .. 

/ (sin ^ -j- / cos *&y <? w ^ du 

__. gia; I - --T-^,;^,^-^- irr^nr.'.^r: -:-irr^ .-"-7-" n - : 

/ y w I/it cos 2 ^ sin ^ i(u sin 2 ^ -f- 



imd wenn man die Substitution: 

cos(o) 



ausfiinrt: 



(9) 
v ; 



Es ist nicht sohwer, diese Formeln auf beliebige Werte von v 
zu erweitern. 

Auf g,hnlichem Wege wie in 12. MBt sick zeigen, daB die 
Qrenzwerte fiir ein unbegrejazt wachsendes ^ lauten: 



cos *- - 



ft ( 

re\ . . . / n 
- T j + * sm (as - T 



Yergleicht man hiermit die Grenzwerte in 12. (l) nnd (2), so 
findet man: 
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Also folgt aus (7) und (9): 



in w ]/cos (<o -0 1 ) 



.!--# 



4. 



sin W ]/cos (CD -)- <fr) 



(10) 



+* 



tg# / 

J~- 



sin (o "(/cos (co 



und: 



COS -4- - - 



sin a) ]/cos (co -f- &) 



f c< 

^tg-5- / 

J SmC 



I/cos (fi) 



COS S+-T- 



sin co y cos (oo -f- #) 



Bin Integral fur 



111 



(11) 



sin co )/cos (co 4 



,,,f 

J * 



. 

sin co ]/ cos (co -f- -O 1 ) 



Urn auf unseren speziellen Fall zu kommen, hat man hieiin 
~. 211 setzen uncl erhiilt: 

4 



*- 7 sin co |/ cos 
o 



(-T) 



(12) 



. 

2 cotg 



o / COS 

e ~Y* I. 

**' sin m \ 



o 

yt 



sm co I/ cos 



/ jt\ 

( <o I 



COS 



/ D . o)\ 



cotg 
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und: 






(13) 







rf o> 

sin co 



sin co I/ cos f co + -J 



Die in den Integrandeu dieser Formeln auftretenden Funktionen 
sind samtlich positiv mit Ausnahme der beiden Funktionen 



sin 



Ahnlich wie in 23. lassen sick inithin Schltisse fiber das Vor- 
zeichen wenigstens der reellen Bestandteile dieser beiden Funk- 
tionen ziehen. 1st namlich ~ = | ^ f % , so ist das Integral 

y2 

mit den Grenzen und ~j~ , welches im Zahler die Funktion Sinus 

enthalt, positiv; und ist l^-f #, so ist das entsprechende Inte- 
gral mit den Grenzen und f TC positiv. Baker ist der reelle 
Bestandteil von J Q (^Yi) positiv, sobald <^ f n ist. Man iiber- 



Abhitngigkeit der Kullstellen vom Index. 



sieht sehr leicht, daB dieser Satz sick verallgemeinern laBt 1st 
nSmlich, 

= liTt + ', 

wo k eine positive ganze Zahl mit EinsckluB der Null und 
<^ '< %rt ist, so 1st der reelle Bestandteil von Jol^V*) posi- 
tiv oder negativ, je nachdem ft gerade oder ungerade ist. Zwischen 
|*(/f+^)^ u:a( i ^ = (/I + I)TC liegt allemal eine Nullstelle 
des reellen Bestandteils vou J^Y'i). 

Ebenso ergibt sicli: Ist S<^TP, so ist der reelle Bestand- 
teil yon Y0({) ]/ ) positive ist 



wo 7t' und | denselben Bedingungen wie obeo geniigen, so ist 

der reelle Bestandteil von 1'owVO n^g a tiv oder positiv, je nach- 
dern 7t* gerade oder ungerade ist. Zwischen | = (A' + |-)jt und 
(k + $7t liegt allemal eine Nullstelle des reellen Be- 
standteils von y o (^]//J. 

Aus (9) erkennt man, daB innerhalb der Grenzen der Inte- 
gration e"~^ coi w kleiner ist als e~~^ ig3 '*, somit sieht man, daB so- 
woh.1 der reelle als der imaginare Bestandteil von y% dem absoluten 
Betrage nacli kleiner ist als 



ti 

/* cotg (a 

I/cos # / B -~~-^ 
</ sin eo y cos (co 

laBt man hierin | unbegrenzt wachsen, so konvergiert dieser Aus- 
druck gegen Null. Somit findet man, daB allgemein das Integral 



mit wachsendem ^ gegen Null konvergiert. 

27. Die NullstelleB. der Besselsclieii Funktionen in ikrer 
Abhangigkeit vom Parameter. In den folgenden Nummern 
soil der Verlauf der Funktionen mit beliebigem Parameter fiir 
reelle positive Werte der Variablen skizziert werden; man. wird 
era einigermaBen vollstandiges Bild vom Verlaufe derselben er- 

Soh.af3aeitHxL, Die Besaelschen. Funkiionea. 8 
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halten, wenn man die Lage ihrer NullsteUen, ihrer Maxima, Minima 
und ihrer Wendepunkte kennt Allgemeine Satze tiber die genaue 
Lage dieser Punkte existieren nicht, und man muB si eh begniigen, 
nicht zu weite Grenzen fur deren Lage zu ermitteln und zu unter- 
Suchen, wie diese Punkte sich verschieben, wenn der Parameter 
sicli verandert. 

Dieser letzte Punkt soil zunachst ins Auge gefaBt werden. 

Durch Differentiation der Grleichung 5. (8) nach dem Para- 
meter v ergibt sich: 

ii\ JL (i y -=i\ il 

"*" "" s "~ 2 * " 



Multipliziert man diese Gleichung mit *, 5. (8) mit ^ und 
subtrahiert diese Gleichung von der ersten, so findet man: 



!* 



oder: 



Ptir z kann man nach 5. (9) einsetzen: 

s ~y~xj v (x), 

so daB man bei Benutzung der Abktirzung: 



oder: 



folglich durch Integration: 
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Die eiitsprechende Gleichung gilt aueh far die Funktion zweiter 
Art; die Grenzen a und & konnen beliebig gew&hlt werden, je- 
docli darf die Zanl Null nur als Grenze gewahlt werden bei Funk- 
tionen erster Art und wenn v > ist. Auf diesen Fall wollen 
wir uns Her beschrSnken. 

Es sei a = und "b = ^, wo # eine Wurzel der Gleichung 

(2) /,.(&) = 

bedeutet; dann folgt aus (1): 



Man kann nun In (2) die Grofie 0- als eine implizite Funk- 
tion von v betracnten; nacb bekannten Regeln wird alsdann: 

(4) aJ--^(*):JV(*), 

und setzt man aus (3) in (4) ein: 

x^ 

(*\ d * - 2 * 1 CjiM . 

{*- dv ~ [//()] f j v W ^ ( 

o 

Aus 13. (3), (4) und (5) erkennt man sofort, daB J v und 
Jj nicht zugleich verscliwinden kSnnen, ebensowenig wie J v und 
J 1 ,_ 1 oder J v und t7 r ' r . 

Daher ist die im Nenner von (5) auftretende GroBe J v '(&) 

stets von Null versehieden, ^- selbst also stets endlich und, wie 

man sofort erkennt, immer positiv d. k 

Jede einzelne Nullstelle der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter ist eine stetige 
Funktion des Parameters, die mit wachsendem Para- 
meter wSchst. 

Derselbe Satz gilt aucli fux die Funktionen zweiter Art, dock 
ist sein Beweis erheblich schwieriger. 

Bezeicnnet s eine Wurzel von /'() = ? so folgt aus (1) 
nacn derselben Methode 



CT*(X^ > 
) J ^ W ^ 



8* 
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Nun folgt aus G-leichung 17. (22 a), daB e groBer sein muB als v, 
denn sonst wtirde deren rechte Seite negativ, die linke aber positiv 
sein. Daher folgt aus (6): 

Die Maxima und Minima der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter sind stetige Funk- 
tionen des Parameters, die mit wacksendem Parameter 
wachsen. 

28. Die Lage der ersten ausgezeiclmeten Stellen, Wenn 
der Parameter v <^ 1 ist, so kann man die ungefahre Lage der 
einzelnen Nullstellen auf demselben Wege finden, der in 23. fur 
e/" (V) eingeschlagen wurde. Aus dem Integral 11. (4) folgt: 

1st v < -J-, so liegen die einzelnen ISTullstellen von 
J V (M) zwischen (k + |-)TC und (Jc + I)JF ; wo k alle ganz- 
zanligen Werte mit EinschluB der Null annehmen kann. 

Die im Nullpunkte gelegene Nullstelle ist Mer wie im folgen- 
den nie mitgerechnet. 

Ist 1 ^ v > -^-, so liegen die einzelnen Nullstellen 
Ton J v (x) zwischen Jen und (& + i)^5 wo ft alle ganz- 
zahligen Werte mit AusschluB der Null annehmen kann, 

Solche einfachen Satze uber alle ISTullstellen gelten fur grGBere 
Parameter, die nun aussehlieBlich betrachtet werden sollen, nicht. 

Setzt man: 



so folgt: 



dieser Q uo ^nt^ist_ fur jeden Wert von I ein echter Bruch, so- 
bald a? < 2 ]/v + 1 ist. Ptir solche Werte von x ist daher J v (x) 
sicher positiv; ahnlich ergibt sich, daB eT/(a?) und J"J f (x) fur 
Heine positive Werte von a? ebenfalls positiv sind. Es wird 
demnach vor der ersten Nullstelle von J v (x) ein positiver Maximal- 
wert und davor ein Wendepunkt dieser Funktion liegeu. Nach 
den beiden in 27. bewiesenen Satzen sind an diesem ersten Wende- 
punkt nicht nur J v und J v ' positiv, sondern auch J v und J"^ , 
wo p eine positive Zahl bedeutet. 

Aus den Eelationen in 4. lassen sich leicht folgende Formeln 
beweisen: 
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Naeh der eben gemachten Bemerkung ergibt sieh aus diesen 
Gleichungen, wenn man J" * setzt: 

Die erste Nullstelle von J"/' liegt zwischen ]/i/(v -l) 

" 



Ebenso folgt aus den Hauptformeln in 4.: 

0*^ + 2 = IX'* HH 1 - ^]^^ %X(V + 1) J"/ 

und hieraus clurch Differentiation mit Riicbsicht auf 2. (l): 



Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

Die erste Nullstelle von J Q ' liegt zwischen }/v(v 
und y2 ?'(/+"!). 

Aus 4. (6) folgt, wenn man j) 3 und v + 1 an Stelle von 

v setzt; 



An der ersten Nullstelle von J v muB die erste geschweifte 
Klanamer positiv sein; da ferner diese NullsteDe nacn der ersten 
von J' v liegt, so folgt: ' 

Die erste Nullstelle von J v liegt zwischen 

""" 



29. Die Lage der koheren NtdlsteUeii von J v . Es ist 

bisher nicht gelungen, ahnliche einfacbe Grenzen fur die zweite 
und die nlichstfolgenden Nullstellen fur groJBere Werte des Para- 
meters v anzugeben; fur die Lage der hoheren Nullstellen dagegen 
lassen sich ziemlich enge Grenzen angeben, und zwar mit Hilfe 
der semikonvergenten Entwicklungen in 14. 

Es Iftfit sich namlich zeigen, da6 die dort mit P v und Q v be- 
zeichneten Funktionen stets positiv sind, sobald das Argument x 
eine bestimmte Gr56e tiberschreitet. Schreibt man: 
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in der Form: 

P V - K - l) + ( a 2 - ) + K -<%)+ - , 

so wird P v positiv sein, wenn jede Gruppe positiv 1st, also weun 

der Quotient ~ kleiner als 1 1st, zunachst abgesehen vom Rest 

a a 
JR^ +1 . Es ist aber nack 14. (8) : 

!ii [^ 2 - (2 a + ^) 2 ] [r a - (g j^+ f) a ] 

^ 

und speziell: 



Aus.diesen Gleickungen siekt man, daB, wenn ~ i < 1 ist, der 

a Q 

Bruck < 1 sein wird, sobald die Faktoren im Zakler positiv 

sind und auck sicker dann nock, wenn nur der erste, aber nicht 
mekr der zweite Faktor positiv ist, d. k. wean: 



ist. Wenn alle Glieder der Reihe (l) abwechselndes Vorzeichen. 
kaben, und wenn man vom Eeste absehen diirfte, ware P Y positiv, 
sobald: 

(2) 8x* > (v 2 - i) ( v -*J) 

ist. Die erste Bedingung kann man stets erfilllen; denn nach 
14. (6 a) muB fur den Index des letzten Gliedes a m die Bedingung 
erfullt sein: 

^ v 5 



Die erste ganze Zakl, die groBer ist- als * -- i ? i s t kleiaer als 

g -- -7- (von dem Grenzwert, daB ~ -- selbsteine ganze Zakl 

ist, kann abgeseken werden, weil dann die Beike (l) von selbst 
abbricht). Daher kann man m stets so waklen, daB: 

(3) v-%<2m<v-k 
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ist. Bei solcher Wahl von m folgt aus 14. (6), daft samtliche 
Glieder von P v alternierendes Yorzeichen haben, und daB 



sobald x der obigen Ungleichung gem&B gewahlt wird. 
1st nun m gerade, so ist a m positiv und daher 



auch positiv, also ist in diesem Fall P v positiv. 1st aber m un- 
gerade, so hat man zu untersuchen, ob 



positiv ist. Dies ist sicher der Fall, wenn 



positiv ist, und es soil daher diese Differenz ins Auge gefaBt 
werden. Versteht man unter s einen positiven echten Bruch, so 
hat man nach (S) zu setzen: 

v 1 1 

~ _ ~- = w -f oder v -- r- 2m + 2 5 . 

Aus 14. (6) folgt alsdann: 



2) 



- 2 (4w + 2$) (4w-f 2s 1) (2^ + 2) (2* + 1)}. 

Ftihrt man ill der geschweiften Klammer fiir x den kleinst- 
mdglichen Wert durch die Gleichung: 



(2m+2 + 1) (2m 
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ein und setzt im Minuenden e gleich und ini Subtrahenden 
gleich 1, so findet man als Bedingung dafiir, daB die Differenz 

positiv ist: 

w 2 (2m l) 2 (2w + 1) (m + 1) > 12 (2m + l) (4w + l) . 
Dies ist sieher der Fall, wenn: 

1) 2 >48, 



und diese Ungleiehheit 1st fiir M = 3 schon erfiillt; da nur un- 
gerade Werte von m in Betracht kommen, so ist allein der Fall 
m = 1 ausgeschlossen, d. h. die Parameter v von 2-|- bis 4^ 
fallen nicht unter diese Betrachtung. 

Eine leichte Spezialuntersuchung, die hier tibergangen werden 
soil, lenrfc, daB die folgenden Ergebnisse auch fiir diese Parameter 
G-elfrung behalten. Hierdurch ist nun gezeigt, daB JP r positiv ist, 
sobald die Bedingung (2) erfullt ist. 

Ftihrt man dieselben Uberlegnngen fiir Q v dnrcli, so findet 
man, daB Q v positiv ist, sobald 



nnd diese Bedingung ist sicher erfullt, sobald (2) erfullt ist. 

Die Funktionen P v (x) und Q v (x) sind positiv, sobald 
die Bedingung (2) erfullt ist. 

Aus diesem Satze nnd den Gleicnungen 14. (2) ergibt sich, 

daB fiir solche Werte von #, wofiir sin (x --- ~~ TO\ und 

(2^, , _ . ji \ 
$ --- ^ rt\ gleiche Vorzeichen haben, eine Nullstelle von 

J v nicht existiert, sondern nur fiir solche Werte, wofiir beide 
Funktionen entgegengesetztes Zeichen haben. Dies tritt ein, 
wenn das Argument der trigonometrischen Funktionen zwisehen 

(2& + l)-- und (27c + ^)v Hegt, worin fc eine beliebige ganze 

Zahl bedeutet. Setzt man diese Grenzwerte ein, so findet man: 
Sobald die Bedingung 



erfullt ist, liegen die Nullstellen von J v in den Inter- 
vallen von 
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ar-.(2ft + v + i)-J und x - (2 ft + v + J-) -J , 

worin & eine beliebige pasitive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
hoheren Nullstellen in den Intervallen zwisehen (k + -J-) TC und 
(7t + f)jc; ist v eine xmgerade ganze Zahl in den Intervallen 
zwischen (k |-)jc und (7; + J) M. 

Ebenso findet man: 

Sobald die Bedingung 



erftillt ist, liegen die Nullstellen von Y r in den Inter- 
vallen von 

* \ _ 

' und 

worin / eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
hoheren Nullstellen in den Intervallen von (k $)it bis (7i- + i)^? 
ist v eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen von (k *-f- ) TO 
bis (k + f) TV. 

Aus diesen Ergebnissen in Verbindung mit denen der letzten 
ISFiimrner erkennt man, daB die Gestalt der Kurve, welehe die 
Funktion J v darstellt, fur groBere Werte des Parameters wesent- 
lich anders aussieht als fur kleine Werte. In Fig. 3 ist die 
Kurve fur J 7 gezeichnei Es besitzt n&mlieh die Kurve nicht von 
Anfang an die Wellenform, sondern sie steigt zuerst ganz all- 
oa^hlich zu einem Maximum an, das bald nach der Stelle x = v 
eintritt, dann erst nimmt sie Wellenform an, deren Knotenpunkte 
fur groBere Werte des Arguments in Abst&nden aufeinander folgen, 
lie sich der Grenze yt nahern. 

DaB auBer diesen reellen Nullstellen die Funktion J v keine 
komplexen besitzt, erkennt man folgendermaBen. Setzt man 
& (^ ? #) in 2. (7) ein, so findet man: 

()" 

and setzt- man den konjugierten komplexen Wert (^>, $) ein, 
so erhSlt man statt (4) den konjugierten komplexen Wert. Existiert 



122 V. Yerlauf und GroBe der Besselschen Funktionen. 

daher eine koniplexe Nullstelle a von J" r , so 1st auch der zu a 
konjugierte Wert (5 eine Nullstelle von f v . Multipliziert man 
diese Zahlen cc und ]3 mit derselben positiven Zahl #, so bleiben 
sie konjugierte Zahlen, und das Prodnkt /(#) J v (px) ist eine 
positive reelle Zahl, well es das Produkt zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist. 

Wiirden nun a und j3 ein Paar konjugierter komplexer Null- 
stellen von J v sein, so wiirde die linke Seite von 17. (2 la) von 
Null verschieden sein, wahrend die rechte Null ist; daraus folgt: 

Die Funktion J v (x) besitzt keine komplexen Null- 
stellen. 

Die Gleichung 17. (19) kann man schreiben: 



1st nun x > v ]/2 , so sind samtliche vier Summanden der ge- 
schweiften Klammer positiv ; da die linke Seite fur v > -|- auch 
positiv ist, so mufi sein: 



Da dieselbe Integralgleichxiag fiir Y v gilt, so erhalt man: 
Ist o;>i>~|/2 und v > , so ist sowohl 



Bedeutet x in 17. (19) eine Nullstelle von J^ so geht die Gleichung 
tiber in: 

4* 2 



also : 

Ist J" v (%) 0, so ist sowohl \J V _ 1 \ J |/ v+ i| als auch 

~'| < I/; und ist Y (a?) = 0, so ist sowohl |Y-i|, 

f 1C OC F\/ !rt( 



als auch 
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Mit Hilfe dieses Satzes folgt nun aus 13. (3) oder (4): 

1st J v (x) -o 0, so 1st j r v j >*'9 und ist y0) =- 0? 



Aus diesen letzten Satzen sieht man, dafi die Kurven, die J v 
und Y v fur positive reelle Werte von x > v ]/2 darstellen, 
zwischen den zwei im Unendlichen zusammentreffenden, gegen die 

4 

Abszissenach.se svmmetrisclien Zweigen der Kurve xy* = ver- 

9 

laufen; daB dagegen die entspreclienden Zweige von xy^ = 

an bestimmten Stellen, wie groB auch das Argument werden mag, 
iiberschritten werden, wie dies in Fig. 3 zu erkennen ist. 

Die Eunktionen J und' F, deren Parameter kleiner als -| sind, 

2 

verlaufen zwischen den Zweigen der Kurve %y* = , ohne sie zu 

trefien-, jede Welle der Funktionen J. und Y. beriihrt diese Zweige, 

i" i" 

und jede Welle der Funktionen mit grSBerem Parameter dtirea- 

schneidet sie. 

Anhaug. 

30. Zusammenstellung der wicktigsten Pormeln, Das 

allgemeine Integral der Besselschen Diiferentialgleicbung: 



lautet: 
11. (6) 



4. (1) ^-^-i-J^i- 

4. (la) ^ = -^- 

4. (2) ^,-^-1 + ^+1- 

3. (3) /_ = (- 1)V M . 

Die namlichen vier Formeln gelten fur die Funktion Y. 

12. (4) r,() 
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12. (4a) 

13. (3) 
13. (4) 



2. (7) 



T'r-J,?,-- 

' ' 
-JT = 

r r " 1 7CX 



X 4 



7. (3) 

\ y 

to /K\ tr 

16. (5) 7 n+e = - 



V 
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i IR\ V 
16. (6) Y M + i 

12. (6a) r^. 

12. (6b) f-r 0) 



16. (7a) 



14. (2) 



14. (6) 

WO: 

fur: 



14. 



W 



wo: 



;,=o 



2w>v-- 



- 

21 (bS)*" 4!(8^) 4 ' ""6 1(8 a?) 
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14 

A*- 



*OW- sx f 3j(8^) s 5!(8a?) 1 

y o / < 

12. (1) / r (^) . 

12. (2) 7 t ,( 



12. (5) ~-^ J", ; log -I- - 

^j v " ji/m^v-f-/rj\a/ 
=o 

'fr + 2t<(4 



in 

15. 





15. (5) sin x = 2 J>( - 

j=o 

15. (6) cos x = / (j) + 

20. (2) J,( + y) 

^ = -00 

20. (5) / (> + y) - J- (a)/,(y) + 2 J> 

1=1 

20. (4) 



Jtsa-00 

20. (6) r,(* + y) = r() /,(y) + 2 J(- 
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21. (5) ^/, 



21. (5 a) 



6. (13) 



6. (14) 



9. 



- J^) + 



71 
V / 

J: * / cos (a eos w) sin 2 "wd<o, 

v 



JL __?L- / cos (# cos o) sin 2 v co c? oo . 



Hater der Voraussetzung, da6 ft > - 1 und v > p 1st. 

^ 

"s~ 

sin ( ic - co I 



2&ootgo> - 
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8. (l) 



i I cos ( x sin G> 
# 



/e v , r 

U. (5) r, 
V ; 



8. (2) / ( t r) = I cos (as cos 00) da. 

V 

;r 
s> / * 1 /* 

8. (3) e7" (a;) = I cos (a; sin co) (? co = - I cos (x sin o) do 
o o 

n 
2" 

' 2v 1 \ 

/M ft-, 1 

^ W l - 

2 / _r< 



- 
ocos 



17. (25) 
17. (26) 

00 

17. (11 a) /*</" (w 

X 

00 ' 

17. (lib) /"r 

17. (lie) 



fa(* 
I 

J x 
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Genau die entsprechende Formel gilt fur Y v . 
17. (21 a) (a* - 



17. (21 c) (a 3 - $*}xJ- v (x)J v (px)ax 
o 



IT. (21 c) (K S - 0') , () r,(/J) d 

' 



17. (221.) 2 





17. (22 a) 2 rJ-,(*u)d-(l - p)jV'() + (/.'(a:)) 8 , (>-> 
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